CONTROLE N°1 CORRIGE

EX1

1°)Up=-2 U;=1 U,=8/5
2°) a)Pour tout entier n de N:

Unet — Un = 5n+3 5n-2 (5n+3)(2n+1) (2n+3)(5n-2) _ 10n%+11n+3-10n%-11n+6 _ 9
Ml N T o3 2nt1 (2n+3)(2n+1) (2n+3)(2n+1) T (2n+3)(2n+1)
b) Comme > 0 pour tout entier n de N alors Un+1 — Un > 0 pour tout entier n de

(2n+3)(2n+1)
N. On en déduit que la suite est strictement croissante .
3°) Pour tout entier n de N

U _5_5n-2 5 _ (2)(5n-2)-(2n+1)(5) _ -9
" 27 2n41 2 2(2n+1) T 2(2n+1)

Soit Un —§<O pour tout entier n de N cad Un< ; pour tout n de N et (Un) est majorée par
5/2.

4°) (Un) est strictement croissante et elle est majorée par 5 donc, d’apres le théoréme de
convergence monotone, elle converge.

Ex 2
Partie A

1°) lim n?=+oet lim n+ 10=+ % donc parsomme lim U,=+ o

n—-+oo n—-+oo n-+oo
2°) lim 3n*=+00 et lim = + — =0 donc par somme lim V,=+ o0
n-+oo n—-+co N n-+oo

2
n?-2n+7 1—3t.3

3°)

am3-1 n(a- =)
comme lim %= alors lim 4 —%=4
n-teo note 1 —  Donc finalement par
par somme et par produit nl_l)I_II_loon (4 - F) = +o0 quotient
7 - . n?-2n+7
comme lim -2=0 etcomme lim —Z=0 alors lim ————=0
n-+oo N no+o n2 n-+oo 4n°-1
parsomme lim 1 ——+ ——1.
n—-+oco _
o n n n 37'7- n 3 "
) -ar=an(Lo1)=a((3) 1)
. 3\" 3 . 3\"
lim (—) =0 car -1 <=<1 donc par somme lim (—) —-1=-1
n—-+o \4 4 n-o+o \4
et lim 4" = 4+ o  doncpar produit lim 3" —4" = — oo

n—-+oo n—-+oo



Ex 3
1°) Pour tout entier naturel n de N

-1<  cos (n) <1 soitcommen =0
-n<  ncos(n) <n puiscomme 2n%*+1>00na

-n < ncos (n) < U, <3+

< " soit finalement 3 -

2n2+1 - 2n2+1 2n2+ 1 2n2+1 2n2+1

n 1
2n2+1 R
n(2+ nz)

2°)

. 1 . 1
comme lim ==0 alors lim 24+ —==2
n—+oo n2 n—-+oo n2
N 1
par somme et par produit lim n (2 + —2) = +00
n—+oo n

On en déduit que lim : = 0 par quotient
n-+o 2n“+1

n n

D'ou lim 3 — =3et lim 3+

= =3 . D’apres le théoréme des gendarmes
n—-+oo 2n2+1 n—-+oo 2n2+1

lim U, =3.

n—-+oo

Ex3

. . , . , . . 3
La suite (Un) est la somme des n+1 premiers termes d’une suite gé¢ométrique de raison < et
de premier terme Up =1 d’ou

U 14 N3 -3 s g\
”‘1+§+---+(§) = Tg_ E(l_(g) ) Or
nl_i}r&) (g)n= 0 car -1< §<1 donc par somme nl_i>Too1 - G)n= 1

Soit par produit lim Un=§

n—-+oo

Ex 4



1) a) Pour tout entier naturel n, notons u, la masse, exprimée en grammes, de bactéries dans la cuve le n-éme jour.

Puisqu’initialement, la cuve contient 1 kg ou encore 1000 g de bactéries, on a effectivement ug = 1 000.
Soit n > 0. La masse de bactéries 'année n + 1 est obtenue en rajoutant a la masse de bactéries ’année n, c’est-a-dire
Unp, 0,2 fois cette masse puis en soustrayant 100 g. Donc

Upt1 = Up + 0, 2u, — 100 = 1, 2u, — 100.

b) 30 kg sont encore 30 000 g. La calculatrice fournit les valeurs suivantes :

n Up

0 1000

1 1100

2 1220

3 1364

4 1536,8

5 1744,2...

6 1993,0...

7 229L,6... 15 8203,5...
8 2649,9... 16 9744,2. ..
9 3079,9... 17 11 593,...
10 3595,9... 18 13812,...
u | ame0.. 0 | ow
12 4958,1... 21 23503, ..
13 5849,7... 22 28103, ...
14 6919,6... 23 33624,...

Le jour n°23 ou encore au bout de 23 jours, la masse de bactéries dépasse 30 kg.

c) def ran() :

u=1000

n=0

while u<=30000 :
u=1.2*u-100
n=n+1

return n



2) a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 1000.
e ug = 1000 et en particulier uo > 1000. L’inégalité est vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que u, > 1000. Alors 1, 2u, — 100 > 1,2 x 1000 — 100 ou encore u,t; = 1100 et en
particulier, u,4+1 = 1000.

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 1000.

b) Soit n un entier naturel.

Upt+1 — Un = 1, 2u, — 100 — u, = 0, 2u,, — 100.

Puisque u,, > 1000, on en déduit que u,+1 — up = 0,2 x 1000 — 100 ou encore u,+1 — Up = 100 et en particulier
Un+1 — Un 2 0.

On a montré que pour tout entier naturel n, u,, < u,+1 et donc la suite (un)nEN est croissante.

3) a) Soit n un entier naturel.

Un41 = Unt1 — 500 = 1, 2u, — 100 — 500 = 1, 2u,, — 600 = 1,2 (u,, — 500) = 1, 2v,,.
Donc, la suite (U")neN est une suite géométrique de raison ¢ = 1, 2.

b) La suite (vn),,cy est une suite géométrique de raison ¢ = 1,2 et de premier terme v = uo— 500 = 1000 — 500 = 500.
On en déduit que pour tout entier naturel n,

v, =vo X ¢" =500 x 1,2",

puis que

Upn = vy, + 500 = 500 x 1,2" 4 500.

Pour tout entier naturel n, u,, = 500 x 1,2™ + 500. I

c) Puisque 1,2 > 1, on sait que lim 1,2" = 400 et on en déduit que
n—-+00

lim wu, = +oco.
n—-+o0o



