CONTROLE DE MATHEMATIQUES N°2.TS.DUREE : 3 Heures . le 14/11/19 corrigé

EXERCICE 1

Partie 1

1. Limites en I’infini

En +oo

On a une forme indéterminée en + oo.

x3(1- =45 ) X2(1-~+— )

. . 3 . 3
lim f(x)= lim ——*—= lim ——&%*—
X—+ x—+0 x(1—- ;) xX—+00 1-—

Soit finalement par produit

.1 L1 . . 1,01
Or lim -=0cetlim = =0 soit parsomme lim 1— —+—=1
x>+ X X—+o00 X X—+00 X X . 2 1
lim x*(1— =+— )=+
lim x? =+ x—+00 x x

X—+00

De plus, par somme lirP 1 —iz 1 Donc par quotient de limites lirgl f(x) =tw
xX—+00 xX—>+o00

En -0

On a aussi une forme indéterminée en -co donc en procédant de la méme maniére qu’en +co on montre que

lim f(x) =+

X—>—00

En 2
lim x3—x2+1=1 Donc par quotient des limites
x>1
. _ — + . —
9151_13} x—1=0 91{1_1:1% f(x)= +
x>1 x>1
chi_r;q = x2+1 =1 Donc par quotient des limites
x<1
lm x=1-0 lm /()= ~o0
x<1 x<1
2. Comme lim f(x)= 400 et lim f(x)= —oo alors ladroite A d’équation x = 1 est

x>1 x<1

asymptote verticale a C .



Partie 2

1. a

‘Limite en + o
En + o0 on a une indéterminée.

- T 3(p 4, 2 _ L
xLl)erg(x) x1—1>I-Poox (2 X+ x2 x3

. - . 4, 2 1

lim —-= donc par somme des limites lim 2 —-+ 5 — <=2
X—+00 X X—+o00 X X X

lim - = 0
X—>+o00 X

lim —==0

x—+00 x3

De plus liIP x3 = +oo donc par produit des limites| lim g (x)= +o
X—+00

xX—+ 00

Limite en - «©

En - o on a aussi une indéterminée alors de la méme fagon on montre que

lim g(x)=-o

X——00

b. g est une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R.

g (x)=6x"—8x +2

A = 64— 4x6x2 =16 x1=1etx2=§

D’apres la régle sur le signe du trindme du second degré on en déduit le signe de g’( x ) et le tableau

de variation de g sur R :

X -00 § 1 +00
g'(x) + ( _ a +
- +00
g(x) 27

-00 -1




-19
27 °

c. g<0 sur ]-oo ;1] car le maximum de la fonction g sur cet intervalle est
La fonction g est continue et strictement croissante de I’intervalle [1;+ o[ a valeurs dans
I’intervalle [—1; + o[ qui contient 0, donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs

intermédiaires relatif aux fonctions strictement monotones 1’équation g( x ) = 0 admet une unique

solution oo dans [1;+ o[ .

d. Comme g(1,565) =- 0.0008 et que g(1,566) = 0.0033 on en déduit que o~ 1,566

e. On en déduit le signe de g sur R \{1}

X -00 +o0

g(x) - - q +

2. La fonction f'qui est une fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition

F(x)= (3x2—2x)(x—1)—(x3— x2+1) — 2x3-ax?42x0-1 _ g(x)
(x—1)? (x-1)?2 (x-1)2

3. Comme (x — 1)2 > 0 pour tout x de R\{1} on en déduit que /”( x ) est du signe de g( x ) sur

R\{1} . On a donc le tableau de variation de f":

X -00 1 o +00
S@) : : +
+o0 + o0 +o0
Ax)
-0 fa)

fla)=4,22



Partie 3

1. Une équation de la tangente T a C au point d’abscisse 2 est

y=Q2)(x-2 )+A2) soit|y=3x-1

x3—x2%+1 x3— x%241-3 x%+3x+x-1

2. h(x)=fx)-GBx -1)= x—1 —3x+1= x—1

x3—ax?+4x  x(x%-4x+4)  x(x—2)2
x—1 x—1 x—1

Pour étudier la position relative de C et T il faut et il suffit d’étudier le signe de h( x ) qui dépend du
signe de ﬁ puisque (x — 2 )% =0 ; Soit comme ﬁ est du méme signe sur R\{1}que le trindme

x(x-1) = x* —x , d’apres la régle sur le signe du trindme on a :

X -00 0 1 2 +00

h(x) + - + 0 +

D’apreés le tableau de signe obtenu on peut dire que :

C endessousdeTsur]0; 1] etau—dessusdeTsur]-co;0[U]1;2[U]2 ;+oo[
C et T se coupent en x=0 et x=2.

Exercice 2

O\ i SINX . sinx—sin0 _ , _
1))1613;1) . 31(1_1}3 pos (cos)’(0)=1

2°) lim x?2+2 =+o00 et lim VX =-+oo donc par composition des limites

xX—>+00 X-+00
lim Vx2+2 =+
X—+00
3) Par composition. Ona: lim 3x — 1 = —co donc par quotient lim ol 0
xX——00 X——00 -
=0 Par composition
x—-00 3x — 1
li =
linacosx =1 - cos(3x— 1)

4) Par le théoréme des gendarmes. On a les encadrements suivants avec x > 1 :
-1<sinx<1
3x -1 Bx+sinx<3x+1

3x—1 3x+sinx 3x+1
< <
x—1 x—1 x—1

3x—1=x(3_£)_(3_§)

et lim 3—l=3 et liml—lzl

T o1 x(l—l)_(l—l) s x - x
x x
-1 3x+1
Par quotient : lim = 3. On peut montrer de méme que lim xx =3
xX—o+00 X — X—+00 -

R L. . 3x+sinx
D’apres le théoréme des gendarmes, lim —— =3
x—+00 x—1



Exercice 3

A-
I- lim f(x)=2 lim f(x)=2 lim f(x)=-o0 lim f (x)=+o0
X——00 x—+00 x—--5 x—--5
x>=5 x<-5
J1{1_1)1(1)f(x)=-oo )1(1_r)r(1)f(x)=+oo

x>0 x<0

2-  Asymptotes verticales : x = -5 et x=2
Asymptotes horizontales : y =2

B-a-h;b-f;ck;d-g

Exercice 4

1. Lalgorithmen° 1 calcule tous les termes de vy a v, mais n’affiche que le dernier v;,.
L'algorithme n° 2 calcule 7 fois de suite v; a partir de vy : il ne calcule pas les termes
de0av,.

Lalgorithme n° 3 calcule tous les termes de 0 a v, et les affiche tous.

2) Il semblerait que la suite (vn), ¢y soit strictement croissante et converge vers un réel proche de 3.
3) a) Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < vy < 3.

evo=1et 0<1<3. Donc0<vp< 3. Lencadrement & démontrer est vrai quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que 0 < v, < 3 et montrons que 0 < v41 < 3.

0<vp<3=>-3<-v<0=>3<6—v,<6

1 1
= -< < — (par stricte décroissance de la fonction inverse sur ]0,+oo()

1
6 6—vn 3
L9 9 9
6 6—vyn 3

=>0<vni <3

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel n, 0 < v, < 3. .

b) Soit n un entier naturel.

_9—vn(6—vn) _vfl—6vn+9 _ (vn—3)2'

Vn4l —Vn = —Vn = = =
n " 66—V " 6—vn 6 —vn 6—Vvn
2
. Vn—3
Pour tout entier naturel n, vp 41 —vn = (6“7)
—vn

Soit . un entier naturel. D’aprés la question vy, < 3 et en particulier, 6 — vy, > 0 et aussi (vn —3)2 > 0.
On en déduit que pour tout entier naturel n, on a vy41 —vn > 0 et donc

la suite (v,) est strictement croissante.



c) La suite (vy,) est croissante d’aprés la question 3)b) et majorée par 3 d’aprés la question 3)a).
On en déduit que la suite (v,,) converge.

La suite (vn) est convergente.

Partie B. Recherche de la limite de la suite (v,,)

1) Puisque pour tout entier naturel n, on a vy # 3, la suite (wn), ¢y est bien définie.

Soit n un entier naturel.

W 1 1 1 1 6 —vn
1= = = = =
My =3 9 5 9-3(6—vn) 3vn — 9 3(vn —3)’
6—vn 6 —vn 6—vn
puis
w e — 6 —Vn 1 _6—vy—3 —(vqa—3) 1
T T 30 —3) va—3 3Wn—-3) 3Whn-3) 3
. 1 -
Donc, pour tout entier naturel n, wn11 —wy, = -3 et on en déduit que
. . L . 1
la suite (wy,) est arithmétique de raison r = -3
2) Déja, w - 1 _1 Mais alors, pour tout enti turel n.
éja, o—v0_3—]_3— 7 is alors, pour tout entier naturel n,
— wot _ 1 n_ 2n+3
Wn =W +nr = 773= e
puis
1 6
Ve =3t =3 s
Pour tout entier naturel n, v —3—L
T I+ 3
3) lim (2 3)= i t 1'i li ]——0 t d
)ngrfm n + 3) = 400 puis en prenant I'inverse, dm i3 et donc

lim v, =3—-6x0=23.
n—+oo

lim v, =3. I
n—-+o00




