CONTROLE DU 13/11/18 CORRIGE

EXERCICE 1

Partie 1

1. Limites en ’infini
En +©

On a une forme indéterminée en + oo.
12 17

lim x)= lim x3(1-=<+ =
g (x)= lim x*(1-3+ 3

X—+00

Or lim =0 et lim — =0 soitparsomme lim 1-=+ =1 | Soit finalement par produit

2 xX—>+o00 x3 xX—>+00

- X - -
xoke de limites
lim x3 =+ ]
x—+00 lim g(x)= 4w
X—+00

En -o

On a aussi une indéterminée en -co donc en procédant de la méme maniere qu’en +oo on montre que

lim g(x) =-

xX——00

2.g est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur R.

g (x)=3x2-12 =3 (x*-4)=3(x-2)(x+2). D’apres larégle sur le signe du trindbme du
second degré on en déduit le signe de g’( X ) et le tableau de variation de g sur R :

X -00 -2 2 +o0

33 + o0

g(x)

3. La fonction g est continue et strictement croissante de I’intervalle ] -o0 ;-2 [ a valeurs dans
I’intervalle ]—oo ; 33 [ qui contient 0, donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires relatif aux fonctions strictement monotones 1’équation g( x ) = 0 admet une unique
solution o dans ]-00;-2[ .



De plus, d’apres le tableau de variation obtenu au 2°), on a g > 0 sur I’intervalle ]2 ;+oo[ puisque le
minimum de g sur cet intervalle est 1 atteinten 2 .

On en déduit donc finalement que 1’équation g ( X ) = 0 admet une unique solution o dans R.

4. Comme g (-4,02)~-0. etque g (-4,03) =0. donc g (-4,02 )x g (-4,03) on en déduit que -4,03 <

o<-

4,02.

5. On en déduit le signe de g sur R

X -0 al +o0
X - +
g (x) (
Partie B
1. a) Limites en ’infini
En +0
On a une forme indéterminée en + 0.
x*(2-7) x(1-37)
lim f(x)= lim 2= lim —2~
xX—>+00 x—+o0 x%(1-3) A
Donc par produit —
. 17 _ . . _ 7 s
Or xl—1>r-|1—100 — = 0soit par somme xllEan 1= ==1 | 4elimites
. . 4
lim x=+w lim x(1+ —)=tool
X—+00 X—+00 X
. 1 . . 4
lim = =0 soit encore lim 1-—=1
X—>+00 X X—+00 X
En -o0

Soit finalement par quotient
de limites

lim f(x)= +owo
X—>+0o

On a aussi une indéterminée en -co donc en procédant de la méme maniére qu’en +oo on montre que

lim 2x3 —-17 =-1
xX—2

x>2

lim
xX—2
x>2

b)En 2

x> —4 =0"

Jim f () =

Donc par quotient des limites

lim f(x)= —o
x>2




lim 2x3—-17 =-1 Donc par quotient des limites
x<2

: 2 _ -0 i =
lm% x 4 =0 91(115 f(x)= 4+
x<2 x<2

En -2

Jim, 2x3 -1 =-17 Donc par quotient des limites
x>-2

: 2 _ -0 i =
xll@z x 4 =0 xll@z f(x)= 4+
x>-2 x>-=2

xllr?z 2x3 -1 =-17 Donc par quotient des limites
x<-2

. 2 _ -0t : - _
xll)rgz x 4 =0 xllrllz f(x) Ioe)

x<-2 x<-2

Comme chl_r)r% f(x)= 4+ et chl_r)r% f(x)= —o alors ladroite d’équation x = 2 est
x>2 x<2
asymptote verticale aC = De méme la droite d’équation X = -2 est asymptote verticale a C

2.La fonction f qui est une fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition

6x2(x%2-4)—(2x3-1).2x _ 6x*t-24x2-4x*+2x _ 2x*—24x%+2x _ 2x(x3-12x +1) _ 2xg(x)

Px)= G2 Gz G e eap
3_ —
3.f(a) = 222_17 Or g (x)=0s0it a® =12a —17 eta?—4 = Saa” donc
f(a)= a2=>=30.

4Dapres 2. f(x) = (2,;9_(:2 or (x2 —4)2 > 0 pour tout x de R\{-2 ;2} on en déduit que

f’(x) est du signe de xg ( x) sur R\{-2 ;2}. On étudie le signe de f ’(x ) :

gx) - ( + + + +

f(x) +0 - -0+ +




On a donc le tableau de variation de f

f'(x) + D - -0+ +

N /\\/

5. Les abscisses des points de C ou la tangente est paralléle a la droite d’équation y = 2x vérifient
I’équation f'(x)=2oux dans R\{-2; 2} c’est-a-dire I’équation:

=00

2x*—24x%+34x

e 2 soitencore 2x* —24x? + 34x = 2x* — 16x? + 32

—8x% +34x—-32=0

Qui équivaut finalementa 4x* — 17x+ 16 =0

17+ v33 17-+v33
8 8

A =332 X=

17—-+33 51—-+v33
8

, . / 17+ V33 51++33
Les coordonnées des points cherchés sont donc ( Pa— 8\/_ EE

; )

8

) et(

Partie C

1.2. Il semble que la courbe C est au-dessus de D sur ]-2;2[ U[ 2,1; +oo [et que C est en-dessous
de Dsur ]-0;-2[U] 2; 2,1].




3. Pour étudier la position relative de ~ et T il faut et il suffit d’étudier le signe de h(x ) = f(x ) — 2x

h(x)=

8x—17
x2-4
X -00 -2 2 z +00
8
X - - - D +
@ |+ |- [
f’(x) - + - D +

on en déduit donc que C au- dessus de D sur] -2 ;2[ U [18—7; +oo [et en — dessous de D sur
]-0:-2[U] 2 5]

Exercice 2 ( corrigé non détaillé )

1°) On montre d’abord que lim

4x+3

——— =0 puis on utilise la composée des limites
x— +00 5x"+x+2

Pour prouver que lirf f(x)=0
X— +00

2°) lim f(x)=-3 Jim g(x) =0 Jim h(x) =-3
lim f(x) = -0 lim g (x) = +oo limh(x) = +oo
x>3 e e

lim () = + oo

x<3
3°)  On montre que, comme (attention ! ) x + 4 < 0 si x tend vers - o
3x? < —3cosx +3x%2-3 < 3x%-6
xX+4 x+4 xX+4
Puis que lim 36 - o donc en utilisant le théoreme de comparaison des limites et

x— —00 X+4

par majoration ona  lim_f(x) =-oo



EXERCICE 3

1. a. Al'aide d’une calculatrice, on obtient les valeurs suivantes :
n|o 1 2 3 4 5 6 7 8
up | 2341|218 | 1,19 | 0,61 | 0,31 | 0,16 | 0,08 | 0,04

b. Auwvu du tableau précédent, on peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante a partir du
rang 1.

2. a. SoitZ2(n) lapropriété: «u, = 14—5
entier naturel n non nul.

o Initialisation.Ona u; =3,4 et 14—5 % 0,5 = 1,875, donc 2(1) est vraie.

x0,5" ». Montrons par récurrence que 22(n) est vraie pour tout

« Hérédité. Soit n entier naturel non nul, et 2(n) vraie, c’est-a-dire que :

15
(HR) Uy > i 0,5%

on doit alors démontrer que la propriété 2?(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que
Up+1 2 '1‘4§ 0,501,
D’apres (HR) :

1 1
up, > ik 0,5"  donc, en multipliant par e
1 3
< Un > 7% 0,5" puis, en ajoutant membre 8 membre 3 x 0,5" :
1 3
Eu" +3x0,5" > i x0,5" +3x0,5" c’est-a-dire :
15 #
Un+1 2 I X 0r5

Or, pour tout entier naturel n, 0,5" > 0,5"*!, on en déduit donc que :

15
Un+1 = T X 0,5n+1

et la propriété 22(n) est donc héréditaire.
La propriété est vraie 1 et si elle est vraie a un rang non nul, 7 elle est vraie au range suivant
n+1.

On a donc démontré par le principe de récurrence que pour tout naturel non nul u, >

1—5 x 0,5".
4

« Conclusion. La propriété 22(n) est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout
entier naturel n non nul.

b. Pour tout entier naturel n non nul :

1
Upyl —Up = gun +3x0,5" - uy,
4
= 3x0,5"- = Un
4 (15 #
= g I x0,5" —uy,

D’apres la question 1a, cela entraine que 4+ — t, < 0.

c. D’apres la question précédente la suite (u,,) est décroissante a partir d’'un certain rang. D’apres
2a, pour tout entier naturel n non nul, u, > 175 x 0,5" > 0, la suite est donc minorée. On en
déduit, d’apres le théoreme de convergence des suites monotones, que la suite (u,) est conver-
gente.



3. a. SoitneN, alors:

Un+l = Up+1—10x% 0’5n+1

1 n n
= gun+3x0,5 -10x0,5x0,5

1
—U, —2x0,5"
5 n

1
: (un—10x0,5")
1

= _Un.

5

La suite (v,) est donc géométrique de raison %

Son premier terme vaut vy = uy — 10 x 0,5°=2-10=-8.

b. Lasuite (v,) étant géométrique, on a, pour tout entier naturel n: v, = —8(%)".
On en déduit que -8 x ()" = u, —10x0,5" et donc que : u, = -8 x (£)" +10x0,5".

n
c. -1< % <1,donc lim (—) =0,deméme: -1<0,5<1,donc lim 0,5" =0.
n—+oo |\ 5 n—+oo

On en déduit par opérations sur les limites que 111111 unp=0.
n—+oo

4. Lalgorithme complet est :

n et u sont des nombres
n prend la valeur 0
u prend la valeur 2
Tant que u > 0,01
n prend la valeur n + 1
u prend la valeur £ u+3 x 0,5"!
Fin Tant que
Afficher n




