LA FONCTION LN

| ) Définition et propriétés

1°) Définition

1
La fonction définie et dérivable sur] O pof dont la dérivée est 0 et quivaut 0 en 1 est la
X
fonction logarithme népérien notée In ona: :Jl@; +oo - R
- X - Inx

1

Remarqgue: On définit In aussi en disant que c’est la priveitde [0 quivautOen 1
X

2°) Conséquences immédiates

- Inx est définisi x est strictement positif
1
o (Inxy=0
X
« In1=0

Il Formules fondamentalesPour tous réels a et b strictement positifs

Inab=Ina+Inb

Exemples: In6=1n2.3= Dk 2=
1
Ind =-Ina
a
1
Exemples: In O =
3
a
Ind =Ina- Inb
b
3
Exemples: In O = - Iné+1)= avetl ] 0 ; +oo [
4



InaP=plna

ou p est un entier relatif

; 2InX+1) = aved]]1; +o]|

Exemples: In 8 = In 27 =
Inva=%Ina
Exemples: Inv 3 = N G + 1) =

[11) La courbe et I'étude des variations .

1°) La courbe
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2°) Les limites

lim Inx=- o Interprétation graphigue : L’axe des ordonnées d’équatigs0

X -0
x>0

est asymptote verticale a laribeu

limIn x = 40
X—>+00

3°) Signe de la dérivée et sens de variation

1
(InxX)) =0 pour toutx de] 0 ; +oo [
X
strictement croissante sur ] 0 ¢oH.

donc (Ix)’ >0 pour toutx de ] O ; +oo [ et la fonction In est



4°) Tableau de variation

(Irx)’ +

5°) Signe de Inx
X ‘ 0 1 ooF
L

Inx

IV ) Liens avec la fonction exp.
1°) Le nombre e

(™)

1723

1523

On veut résoudre I'équation suivante :xlm 1
Définition

La fonction In étant continue et strictement crarge de] O ; +o[ dans R
e l'unique réelde 10 ; +o [ tel queln € = 1. La calculatrice donne=e2, 718 ...

On veut résoudre I'équation suivante®: =2

La fonction exponentielle étant continue et stridat croissante de R dans | Ooft

Il existeun unigue réel strictement positifqui vérifie cette équation d’aprés le théoréméade
bijection et c’esin 2.




2°) Propriété

La fonction In définit une bijection strictement croissante de ]0 ;4o [ a valeurs dans R et pour
tout réel y, il existe un unique réek strictement positif tel que Inx =y c’est le nombrex = €.
La fonction In est la fonction réciproque de la faction exp.

« In € =xpour toutx de R.

Inx

« € =xpour toutx de JO ; +oof

Conséguence Démonstration de la dérivée dexip 172

Exemples: In & = :3=In - Re=
1
a) Inet= b) Ine= c)lIWe= d) 0 = e) B%= f) 8" = g) e =
Ve

V) Equations . Inéquations

1°) EquationsPour tous réels a et b strictement positifs

Ina=Inbéquivauta a=>b

Exemples: Résoudre dans R les équations suivantes
1- Inx=1n 2 2-Ik=4  3-In&-2)=Ing-1) 4-In+1)-In2=0

Méthode : Avant tout calcul la premiére chose a faire est de détermlipasemble E sur lequel
notre éguation a un sens sachant quén A existe si A> 0 . Ensuite on résout en vérifiant bien que
les solutions trouvées sont ou non dans I'ensefble
1- Résoudre I'équation k= In 2 équivaut a résoudre le systgmex 0] 0 ; +oo [

¥=In 2

ce qui donne X 0]0; +oo|
X=2 2 est bien dadhs+o [ doncS= {2}

2 — Dans cette équation on remarque « qu’il n'gsige In dans le terme de droite de I'équatidh ».
va falloir faire « apparaitre In » grace a la piéte ci-dessus :
Comme 4 =Intona:
Résoudre I'équation k= 4
équivaut a résoudre le systémex [0]0;+o [ cequidonne| x[O]0;+ow]
k=In ¢ x=é

€' est bien dans ]0 ;e [ doncS={e*} .
3 - Dans cette équation il y a 'inconnkeles dex c6tés donc la plus grande difficulté ici sera deedminer 'ensemble E
sur lequel I'équation a un sens : a/3
In (3x - 2) estdéfinisi8-2>0 cest-a-diresi>2/3 soitx(1]2/3; +oo | !

In(x-1) estdéfinisix-1>0 c'est-a-diresk> 1 soitx(D ]1;+o] v

L'ensemble E sera l'intersection de cesxdimtervalles soit E= ]1;e | 1
Remargue: pour trouver cette intersection on peut s’aides schémas ci -dessys




« L'intersection c’est I'endroit oitn @eut avoir en méme temps lesxieauleurs » .

Résoudre I'équation Ing32) = In(x -1) équivaut a résoudre le systemea [ E
I) = In(x -1)
ce qui donne xOE soit X E
B2 =x-1 X=%

Or attention Y21 E =] 1 ; +oo | donc S=0.

Remargue: on voit grace a cetkemple la nécessité de toujours vérifier 'appanteeaa I'ensemble
de définition E des valeurs trouveées .

4 - Commed +1>0 on a Ing + 1) défini sur R .Donc résoudre I'équatiordnt 1 )- In 2=0
équivaut a résoudre kf(+ 1 )= In 2 soit + 1 = 2 ce qui donne encare= 1 ; On en déduite que S =
{-1;1}.

2°)Inéquations Pour tous réels a et b strictement positifs

O

Ina<Inb équivauta ab Ina<Inb équivauta a<p In & In b équivaut a al

Ina>Inb équivauta a>p

Exemples :Résoudre dans R les inéquations suivantes

1. Inx>1In3 2.Ik<-2 3. In(#-1)>In(x+4) 4. In¢+1)<In2
Méthode : La méthode est la méme que pour les équatiorfigjgaua solution sera généralement un
intervalle ou une réunion d’intervalles qui sematérsection de I'ensemble E de définition et des
conditions trouvées aprés calculs.

1- Résoudre I'inéquation donnée équivaut a résqudre1]0; + [ soi xO]0; 4+
x>3 xO]3;+0]

D’ou la solution qui est I'intersection de ces d@uervalles a savoir S =] 3 ;o |

2 - Résoudre 'inéquation donnée équivaut a résoydr 0] 0; +c [ soit[ xO]0; +o [ xO]0;+e [
Inx < In &2 X< e? xO]-o;e?]

D’oul la solution qui est I'intersection de ces détervalles & savoir S=]0 %4 .

3 - L'inéquation aunsens sk41>0etx+4>0c'est-a-diresixO] % ;+co[etxO]-4;+0[ soit
si XOE=]% ;+oo .
Résoudre 'inéquation donnée équivaut a résoydrel] E soft xOE xO]10; +o [
%‘T In&-1)>In(x+4) { 41>x+4 { 3x >5
soit encore) x O] ¥ ; +oo [
xd]5/3; +o [

D’ou la solution qui est I'intersection de ces détervalles a savoir S =] 5/3 ;¢ [

4 - Résoudre I'inéquation donnée équivaut & résoxidr 1< 2 soit X* - 1< 0. D’apreés la régle sur le signe du trinéme
on en déduitque S=Jo;-1JU[1; +oo .



VI) Equations de dew tangentes importantes a la courbe de la fonctiom|

a)Tangente au point A(1;0) 25-

24

y=x-1

15+

b)Tangente au point B(e ;1)
1

y=0 X
e

c)Approximation affine

I+ 1)
lim ooooo =1
X -0 X
Au voisinage de O : Ink + 1)= X

VII) Dérivées et primitives

1°) Théoreme

Soit U une fonction dérivable et strictement pwsitsur |. La fonction f définie par sur |
par ¥)= In U(x) est dérivable sur | et

U1
fr=——0
U
2°) Des @emples a retenir
1
a) Sifi)=In(x-1) avecxO]1l;+w[alors f'®K=000
x- 1
1
b) sifx)=In(x -a)avex O]a;+w[alors f'®=000 (a>0)
X-a
1
de méme siff=In(x+b)aveexx O]-b;+w[ alors f'§)=000 (b>0)
X+ b
1
c)SifK)=In2x avecxd]0;+w[alors f'&) =000
X 1
d’'une fagon générale si avecn® f(x)=In mx oux 0] 0 ; +oo [ alors f'x)=0
X
2
d) Sif(x) =In(X-1)avexd]¥% ;+w[alorsf’'X)=000
Xx-1
de méme d’une facon générale si aveeon fk) =In (nx+p)avex ] -p/m ; +oo [
m
alorsf’'()=0000
m+ p



3°) Primitives

Soit U une fonction définie et dérivable sur |. Ades primitives de f telle que
U’
f = ——sont les fonctions In|U| + C, ou C est nanstante réelle
U
X
Exemple: f(x)=——— . Déterminer une primitive de f surd-; -1[ puis sur ]-1; 1] .
X -1
VIIDAutres limites
Ix Ix
lim oo =0 lim oo =0 (n entier naturel non nul)
X -+ 00 X X -+ 00 X'
lim xinx =0 lim x"Inx =0 (n entier naturel non nul)
X -0 X -0
x>0 x>0

Voir p 181

IX) Complément
1°) La fonction logarithme décimal
Définition

La fonction Log ou logarithme décimal est la foantdéfinie par :
Log:]0 ;+o[ - R
Inx
X - 00
In 10

2°) Définition de & (ou a>0 et b réel).

Pour tout réel a>0 et tout réel b a = g
Exemgles: 20.5: e1/2|n2 :\/2 ;ZE..78 — e—1.78ln4 ~ 1,6%2= e’l..2|n1.68:

Regles de calcul ( comme les puissances ) p 176
3°) Racine n-ieme

Théoréme Pour tout I N ettoutade [0+ [et yde[0; 4o [ ona

ys a =4 équivauta a =y

Exemple: 3 3
v8 = (B¥=2 ; y=/a équivauta a=y.



4°) Fonctions exponentielles de base a

Soit a un réel strictement positif et différentlde
La fonction exponentielle de base a ougrpt la fonction définie sur R par

Exp(x)=d= &

Dérivée: Exp’a(Xx) =Ina &
Etude :

Si O<a<l1 la fonction exest strictement décroissante sur R
Sia>1 lafonction exgest strictement croissante sur R.

Limites
SiO<a<llim& =+x imd =0
X—-00 X—>+00
Si a>1 lim& =0 lima=+ow
X—-00 X—>+00
Exercice : Résoudre dans R*33 ™ = -2 puis %> 2.




5°) Fonctions puissances( TD pas au programme)
Définition

On appelle fonction puissangedexposantt oua > 0 est la fonction définie sur 04| par

f(x)=x="

Etude
Limite en + o eten 0

Lim x* =

Remarque :

Dérivabilité en 0
f(h)- %(0)
T(hy=00OO0D0OO00O00 =
h

Dérivée

Tableau de variation

Formule de dérivation
Soit a_un réel strictement positif

Soit U une fonction définie et dérivable sur uremalle |, telle que U>0 sur | alors'l@st dérivable
sur | et

Exemple: Calculer la fonction dérivée




