SUITES

| Comportement d’'une suite numérique

1°) Sens de variation

a) Définition

(Un) est croissante a partir du rangsnpour tout r& np Un+12 Un
(Un) est décroissante a partir du ranginpour tout rz ng Un+1< Un

(Un) est constante a partir du rangsnpour tout r ng Un+1= Un

Remargue: Une suite croissante ou décroissante a partir de s@remier terme est dite monotone

b) Quatre méthodes

Méthode 1: On étudie le signe deyl4 — U,

Exemples: Etudier le sens de variations des trois suilésstes
(Un) définie pour tout entier n parnkd =U,+n .

(V) définie pour tout entier n pamM =-Vn2 +3Vyh - 1 .

(wn) définie pour tout entier n par @~ (n +1) -V n .

Un+1 - Un = n avec RO donc W+1>Un d’ou (Uy) croissante.

Vn+1' Vn: 'Vn2 +2Vn -1 =- (\A—l f donC%+1'VnSOSOit Vn+1§Vn et(Vn)
décroissante.

Whii=Wh=V(n+2)-V(n+1)-V(n+1)+n=\(n+2)-2/(n+1)+'n

[V(n+2)+Vn-2/(n+ ][V (n+2) +Vn+ 2/ (n+ 1)]

Wi = Wh =V (n+2) +Vn -2/ (n+1) =

Vi +2)+Vn+2 (n+1)
W(n+2) +VnP—4(n+1) n+2+xh+238n+n—-4(n+1)
Wn+1—Wn: =
Vi +2)+Vn+2/ (n+1) Vin+2)+Vn+2/ (n+1)
-2n =2 +2(n+ 2)n A(n+2)n—n—-1] 2N @+2n)—~(n+1)]
Wn+1—Wn: = =

Vn+2)+Vn+2(n+1) VO +2)+Vn+2/(n+1)  V(n+2)+Vn+ 2N+ 1)

Orr+2n=(n+1j—1 donc A+ 2n < (n+ 13 soit comme ndans Nln? + 2n < n+ 1
Et Wh+1—Wh < 0, la suite est strictement décroissante.



Méthode 2: Si U, = f( n) pour tout rz no ; on étudie le sens de variation de f sus [ Aioo [

Et on en déduit le sens deatem de la suite (k) .

Exemple: U, =n - exp(n+ 1) pour tout entier n.

Un=f(n)avecfk)=x—e&"? f'(x)=1-¢&" . Commex >0alorsx+1>0et &1 cad
f'(x)<0.

et f est décroissante suf Re qui montre que la suite (Un) est décroisspmiggue pour tout
entiern W< Un.

W+
Méthode 3 :Si U, > 0 pour tout entier B np alors on peut comparer le quotient

al.
LY

Exemples :
1. U= U2+1 et Y=1.

Pour tout entier n on a& 1 puisque W—1 =U.1* cad W — 1> 0 soir U> 0 pour tout entier n.

nleh W+1 1 1
Pour tout entier n ; = = Un +— .Or d’aprés précédemment—>0
nJ * Y nU
U|+1 U+1
Soit > U, etaussi W>1 donc finalement > 1 pour tout entier n cad ¢V
W W
croissante
n+1
2. Un= avec re 1. il est clair que K> 0 pour tout entier:nl .
2
Un+1 n+ 2 2 n+2 n+2 Un+1
= X = = d’'ou <1 soit (W) strictement
Un 2 n+1  2(n+1) 2n +2 U

décroissante puisque pour togflr2n > n.




Méthode 4: la récurrence

Exemple: Soit la suite (1) telle que 4= 0 et U= (4 + Uy)
Etudier la monotonie de Ua I'aide d’un raisonnement par récurrence.

Etudier la monotonie de Ya I'aide d’un raisonnement par récurrence.

f( x) =V (4 +X) . On définie la propriéténP Un<Uns1

Initialisation : pour n=0 on &< Ui puisque W= 2 donc B est vraie

Hérédité : On suppose la propriété vraie pour ureek fixé cad W < Ui+1

Alors comme f est strictement croissante i Uk+1) cad W+1<Uk+2 la propriété est vraie au
rang k+1.

Conclusion : on a démontrer par récurrence que foatientier n W<Un+1 et (L) est
strictement croissante.

2°) Suites majorées, minorées, ....
Définition

(Un) est majorée par un réel M s’il existe un réeieVique U < M pour tout entier naturel n.
(Un) est minorée par un réel m s’il existe un régehgue U> m pour tout entier naturel n.

(Un) estbornée si elle est a la fois majorée et iémo

Exemples: . (Uy) telle que W= n est minorée par O .
n+1

. (¥) telle que = est minorée par O et majorée par 1.
n+?2
. (W) est la suite définie par ¥ 1 et Wiz =V (Whn + 6)

Montrer que pour tout entietunal n 0< W < 3.

On étudie pour celax() =V x+6 sur[0; 3].

1
f( x) =——— d’ou f strictement croissante sur [ 0 ; 3t on a le tableau de variation
Ax+6
X 0 3
3
9 __—
V6

Donc 0O<f(x)<3 pourtoutxde[O0;3].
Par récurrence : On définie la propriété B< Wh < 3.

Initialisation : pour n=0 on0 <W, < 3 donc R est vraie.

Hérédité : On suppose la propriété vraie pour uieek fixé cad 0< W< 3. or on a montré ci-
dessus que pour toxde l'intervalle [0 ; 3] ona 0< ) <3 donc d'apres I'hypothese de
récurrence 0 <f(W) <3 cad 0<W:1<3 soit la propriété est vraie au rang k+1.
Conclusion : on en déduit par récurrence que pmurentier n 0< W< 3.




Remarque: Si U.=f(n)etsi f bornée sur [0 ;o4 alors la suite (k) I'est aussi.

Exemple: Soit la suite () définie pour tout entier n parn (n+1)e(™Y  Montrer que la suite est bornée.

f(x)=x+1e **D doncf(x)=xe&*t. Doncsix>0alors f(x)<0etfest
décroissante sur'R

X 0 oo+
1l/e

f() T

1
On en deéduit que=OUn <— pour tout entier n.

G

Remarque : Si (W) est croissante (respectivement décroissante) eflst minorée (resp.
majorée) par son premier terme.

3°) Limites de suites
a) Suites convergentes, suites divergentes

Définitions

o Une suite () est diteconvergentes’il existe un réel tel que lim Y =1

0 Une suite non convergente est divergente.

Remargue: Une suite divergente peut avoir une limite irgiou ne pas avoir de limite

Exemples:
1

*Up=— *\f, = coS 2in * \W=2"
n

b) Convergence monotone
Théoreme admis

Une suite croissante et majorée ( resp. décrossamlinorée )
converge.

Remarqgue : donne la convergence mais pas la limite




Propriété

Une suite croissante non majorée est divergente \&efwo
Une suite décroissante non minorée est divergenterg o

Exemple :

Voir exerice résolu 17

Remarque: Soit une suite ( () définie par  Uo et Uh+1=f(Un) Ou f est continue
Si (Un) converge vers un réel a alors a vérifie a =f(a)
C’est un point fixe de f.

Exemples :
Ex1 Donner la limite de (k) ot U, = "2-1/m
Ex2:
1
Soit f la fonction définie sur [0 ; & [ par f(x) = —— et W+1=1(Un), le premier terme
est W
1+2

1°) Déterminer le point fixepde f.
2°) On admet que pour tout entier n

18

| W= x| < (—)" | Uo — %o | Donner alors la limite de ()
25

Ex 3: La suite (Un) est définie par Uo = 1 ef:U= Un/( 2+ U,).
a) Mtq pour tout n, >0
b) Etudier le sens de variation de f ( x ) = x/(x +sB) R.En déduire le sens de variation de
(Un)
c) Mtg Un est convergente
d) Conjecturer cette limite avec la calculette

Correction :

Ex1 :lim U, = 40

Ex2 : 1°) f( %)=xo donne x= 0,5 car %0.

2°) lim U, = 0.

Ex 3 :a) On le démontre tres simplement par réoee.

b) f strictement croissante suf ROn démontre par récurrence que)(kkt strictement
décroissante

Initialisation : pour n=0 on U< Up puisque U= 0,5

Héredité : On suppose la propriété vraie pour ureen fixé

Alors comme f est st Croiss f(\)<f( Un) cad W+2<Un+1 la propriété est vraie au rang n+1.
Conclusion : pour tout entier mi<Un

¢)U>0 cad minorée et décroissante elle converge donc.

d)Lim U, =0



