PRIMITIVES

1°) Etude d'un exemple simple

On sait trés facilement calculer la dérivée laefonction f (x)=2x; c'estf’(x)=2.

On veut savoir maintenant ce que l'on vaeolnt si on fait le chemin « a I'envers ».Eneéffe voudrais trouver une
fonction F dont la dérivée est f c’est-a-djtee je cherche F telle que K= 2x.

Ici il est facile de voir que fanction F(x)=x?est une solution a notre probleme.

On dit que F est umeimitive de f. On peut symboliser la démarche a I'aidschéma ci-dessous :

X2
Je cherche une primitive
(Je remonte a la source)
X
Je dérive
(je « descend »)
2

Exercice
Etant donnée une fonction f déterminer ummitive de f c’'est- a - dire une fonction F &lhue

F(x)=f(x):

a) f(x)=2 b)gk)=3x?> c)h(x)= 4x3.
a)F(x)=2 b)G(x )=x c) Hk)=x*
2°) Définition

Soit f une fonction définie et dérivable sur I. Unaction F définie sur | est une primitive de f $lorsque F est
dérivable sur et que

F=f
Exemples :
e f(¥)=1 une primitive de f est alofx)E x . Vérificatio F'(x)= 1
o f(X)=x une primitive de f est alors)de(3 X2 . Vérification : K= 2( ¥2x) =X
1 -1 1
o« f(X)= DXD2 pourx dans I=]0; +o[ une primitive de f sur | est alorsx€ —X . Vérification F'§) = DXDz




3°) Ensemble des primitives d’'une fonction

Observation: si GK) = C ou C est une constante réelle, quelle edésaée g§) ? g(x) =0.
Donc toute constante g€llest UNE PRIMITIVE de la fonctioalle.

On en déduit le théorésuwant :

Théoréme 1

Soit f une fonction définie et dérivable sur | etk primitive de f sur I.
Les primitives de f sur | sont alors toutes lesct@mns définies sur I pak |- F(X) + C
ou C est une constante réelle.

Exemples: a)Donner les primitives de la fonctiox) 3x2 ; ce sont les fonctions k|- x+ C ol CO R.
b) Donner I'ensemble des primitivedaléonction f&)= 4x3 ; c’est I'ensemble des fonctions kK [~ x*+ C ot CO R.

Théoréme 2

Soit f une fonction définie et dérivable sur I.
Parmi les primitives de f définies sur | il existe une et une seul¢elle que FXo) = yo.
En particulier la fonctiox | > F(x) — F (a) est la seule primitive de f qui s’alenen a.

Exemple: Déterminer la primitive & de la fonction f définie sur R paxfE 3 telle que (1) =0.
On sait que Fs’écrit b (x) =x3 + C . On va donc déterminer C pour qué E) =0
On remplace dongpar 1 et on obtientogR 1 )=(1§+C=0 soit 1+C =0.CequidonneC=.-1

La primitive cherchée est dong £x) =x3 - 1.

Remargue: On fera donc bien la différence entre

une primitive de f (on dongénéralement la fonction la plus simple qui répara question )
Les primitives de f c’'ést la fonction trouvée ci-dessus + C ol R )

La primitive de f vérifiant une condition ( On cheecla constante réelle C pour laquelle la condiéishvérifiée)

Les primitives Une primitive La primitive qui vaut 1 en 2
x2+C,COR < X2 X2 -3
b2
La fonction




Exercice

Soit f la fonction définie sur R par%() =x% , déterminer :
a) Une primitive de fsurR .

b) Les primitives de f sur R.

¢) La primitive de fquivaut0en-1.

a) F(x)=x%3 b) ce sont les fonctions ¥+ x3/3 + C ol CJ R ¢) cest la fonction gEx) =x3/3+ 1/3.

4°) Savoir montrer qu’une fonction donnée F est unerimitive sur | d’une fonction f

Soit f une fonction définie et dérivable sur | .
Pour démontrer qu’une fonction F donnée est umeitive de f il suffit de vérifier que
F'(x) =f(x) pour toutx de I.

Exemple: Soit f (x) =x3 + 32 - 2.Montrer que la fonction F définie par K ) = ¥x* + x3 - 2x + 3 est une primitive de f sur
R.
F(x)=4(Ya3)+23x2-2 =f(x) donc F est une primitive de f sur R.

Exercice : Montrer que la fonction donnée F est une prinaitie f sur |

1 1
f(x)= 00000 Fx)=-0000O  1=[3;100]
X-2% X - 2



5°) Primitives des fonctions usuelles par lecturewerse du tableau des dérivée@

a) Tableau
f Df F DF
R C R
a ax+C
X X+ C
X3
X2 0 +C
3
Xn+1
X" OO0 + CnON*
n+1
1 1
. R* 0 + C R*
X2 X
1 1
O R* -0 +C R*
X3 2x°
1 1 1 n entier naturel 2
] R* 00 x 000 + C R*
X n-1 x™1
1
0 R* vx+ C R*
2VX
1
O 10 ;+ oo Inx+ C 10 ;+ oof
X
e R g+ C R
COX Sik+ C
SinxX -cox+ C
1+ tarf x tanx + C




b) Opérations

En s’appuyant sur les résultats concernant lesatipés sur les fonctions dérivables, on établit que

Si F est une primitive de f sur un intervalle [Geest une primitive de g sur un intervalle | alors

e F + G estune primitive de f+ g
» aF est une primitive de af ol a est une eostréelle.

Exemples : 1
a) Une primitive de fx)=x>+ 0 surl=[1;10]est B() =% x*+ Inx
X

5

b) Une primitive defg) =53 surRest B()=5(Yx) =00 x*.
4

c)Conséquences des formules de dérivatio@

Fonction Primitive EXEMPLES : Dans chaque cas calculer les primitivelade
fonction donnée sur |.
Soitf lafonction déinie sur R paf (x) =6 (2¢+ 1)
u.u iu+cC
F(x)=3(2¢+1%+C,CdansR
yn+! Soitf lafonction déinie sur R paf( x ) = (2 + 1)(x% + x )?
U.u", nON" ooo+ C 1
n+1 F(x)=—(x*+x)*+C,CdansR
3
2
V) 1 Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)=00000
O -00+cC X+ 1Y
C] u
(U#0surl) (U£0surl) 1
F(x)=- + C,Cdans R
X+ 1
2+ 3
v 1 1 Soitf lafonction déinie sur R paf(x)=0000000
O -00 x00 +C &+ 3x + 3F
U] n-1 ot
1
(Uz0surl) (Uz0surl) F(x)=- +C,CdansR
n entier etr n entier et & 2 26(2 +3X + 3)2
8
V) _ Soitf lafonction déinie sur R parf(x) =00 000
p— Z/U +C XS + 1
Ju
F(x)=2 ¥+ 1 +C,CdansR
(U>0surl)
U’ 2
— In|Ul+C Soitf lafonction déinie sur R paf(x)=00000
) X+ 1
U+£0 F(x)=In(x*+ 1)+ C,CdansR




f(x)=2[ 2x(x+1)]
C=-1letFk)=Y% (+1¢-1.

Soitf la fonction déinie sur R paf( x ) = 3% 3

U &+ C

F(x)=e*’ +C,CdansR

fix) =<9 F(x) = sin (Inx) + C
U'cos U sinU + C 0o iy v "

f(x) =220 E(x) = cos (Inx) + C
U’sinU -cosU+C 0o iy " "

Exemple: Soit f la fonction définie sur R parxX() =x (x? + 1) . Donner la primitive de f qui s’annule en 1.

Méthode : d’abord on essaie d'identifier la formglee I'on va utiliser, ici U'U .

Cependant si M) =x? + 1 alors U'(x) = 2 et nonx . On va dong« faire apparaitre » U’'(x ) .

doll Fx)=% [ (X®+1F]+C=%(®+1f+C ouCdansR. Comme F(1)=0ona

f(xX) = sin( ax+b)
F(x) = —i cos(ax+b) + C

f(X)= cos(ax+b)
F(x) == sin(ax+b) + C

Fonction Primitive EXEMPLES : Dans chaque cas calculer les primitivelade
fonction donnée sur |.
Soitf lafonction déinie sur R paf (x) =& (2¢ + 1)
u.u 12
F(x)=3(2®+1f%+C,CdansR
yn+! Soitf lafonction déinie sur R paf( x ) = (2 + 1)(x% + x )?
u.u", nON ooo 1
n+1 F(x)=—(x*+x)*+C,CdansR
3
2
Uk 1 Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)=00000
0 -00 @+ 1y
C] U
(U#0surl) (U£0surl) 1
F(x)=- + C,Cdans R
X+ 1
2+ 3
v 1 1 Soitf lafonction déinie sur R paf(x)=0000000
O -00 x000 & + 3x + 3F
U] n-1 ot
1
(UzO0surl) (Uz0surl) F(x)=-———+C,CdansR
n entier etr n entieret 2 2 26(2 + 3+ 3)2
X3




U)

Soitf lafonction déinie sur R parf(x)=00000

alu VO3 + 1)
Ju
F(x)=2V(x¥+ 1)+ C, Cdans R
(U>0surl)
v 2
In|U| Soitf lafonction déinie sur R parf(x)=0000 0
U X2+ 1
U+£0 F(x)=In(x*+ 1)+ C,CdansR
Soitf la fonction déinie sur R paf( x ) = 2xe®
ue ¢
F(x)=¢&2+C,CdansR
f(xX) = sin( ax+b )
U'SIHU -COSs U F(X) = _i Cos(ax+b) + C
f(X)= cos(ax+b)
Ucos U sinU

F(x) == sin(ax+b) + C




