LA FONCTION LN

1) Définition et propriétés

1°) Définition

1

La fonction définie et dérivable sur] O ; + oo[dont la dérivée est — et quivautOen 1 estla
X

fonction logarithme népérien notée In ona: In:]0;+o —» R
: x |- Inx

1

Remarque : On définit In aussi en disant que c’est la primitive de — qui vaut O en 1
x

2°) Conséquences immeédiates

o Inx est défini si x est strictement positif
1

e (Inx)’=— (démonstration a voir et a connaitre p 156)
X

e In1=0

II Formules fondamentales

Théoreme
Pour tous réels a et b strictement positifs

In(axb)=lna+Inb

Exemples : In6=1n(2x3)= In2+1n3 ;In2x =In2+1Inx (xds]0; +oo])

Conséquences

1
In—=-lna
a




a
In—=Ina- Inb
b
3 X
Exemples : In — =In3 —In4 ;Inx - In(x*>+ 1) =In( ) avecx € ]0;+oo]
4 x2+1
InaP=plna ou p est un entier relatif
Exemples : In 8 = 3In2 ;In27 =" 3In3 ;2In(x+1) =In(x+1)> avecxe]l;+o]

ln\/;=%lna

Exemples : InV3 = In3 cInV 2+1 = thnG*+1) ;im25=In5

111 ) La courbe et I’étude des variations .

1°) La courbe

25 1
24
154

14

X 0.25 0.5 1 2 3 4 5 6 7 8

Inx |-1,39 -0,69 0 0,69 1,1 1,39 1,61 1,79 1,95 2.08




2°) Les limites

lim Inx=- o Interprétation graphique : L’axe des ordonnées d’équation x=0
x —0 est asymptote verticale a la courbe
x>0

limlnx =+
X —>+0o0

dém livre p 176

3°) Signe de la dérivée et sens de variation
1

(Inx)’ =— pour toutx de] 0; + oo [ donc (Inx)’ > 0 pour tout x de] 0 ; + oo [ et la fonction In est
X

strictement croissante sur | 0 ; + oo [.

4°) Tableau de variation

X 0 +
(Inx)’ +

Inx /
- o

5°) Signe de In x




IV)Liens avec la fonction exp.
1°) Le nombre e

o

Les courbes
Représentatives des
fonctions exp T
Et In sont 1 o y=1
symétriques e pd

Par rapport a T >

la premiére | o d
bissectrice
D’équation y=x

o
'
A
A
P

On veut résoudre I’équation suivante : Inx =1
Définition

La fonction In étant continue et strictement croissante de] 0 ; + oo[ dans R
e est unique réel de 10;+ [ tel que In e =1 . La calculatrice donne e = 2, 718 ...

On veut résoudre I’équation suivante : e* =2
La fonction exponentielle étant continue et strictement croissante de R dans | 0 ; + oof
Il existe un unique réel strictement positif qui vérifie cette équation d’apres le corollaire du théoréme

des valeurs intermédiaires et c’est In 2.
eln2 =2

2°) Propriété

La fonction In est une fonction continue et strictement croissante de ]0 ;+oo [ a valeurs dans R et
pour tout réel y, il existe un unique réel x strictement positif tel que

In x =y c’est le nombre x = ¢’
La fonction In est la fonction réciproque de la fonction exp

e In e*=x pour tout x de R.
e "¥ = x pour tout x de ]0;+oo[

Conséquence : Démonstrations p 154 et 156 des limites, de la dérivée.

Exemples : Ine?= 2 ;3=Iné’ ; Ine” =-
o 1
a) Ine'=-1 b)lmNe= 05 c¢)ln —=-0.5 d)e™=3 e =4 e =01
Ve




V) Equations . Inéquations

1°) Equations Pour tous réels a et b strictement positifs

Ina=Inbéquivauta a=b

Exemples : Résoudre dans R les équations suivantes
1) Inx=In2 D)lnx=4 3) In(Bx-2)=In(x-1) 4)InE*+1)-1n2=0

Méthode : Avant tout calcul la premiere chose a faire est de déterminer ’ensemble E sur lequel
notre équation a un sens sachant que In A existe si A > 0. Ensuite on résout en vérifiant bien que
les solutions trouvées sont ou non dans 1I’ensemble E.

1- Résoudre I’équation Inx = In 2 équivaut a résoudre le systeme {x €]0;+o]

Inx=In2
ce qui donne x €]0;+]
x=2 2 estbiendans] 0 ; +oo [ donc S= {2}

2 — Dans cette équation on remarque « qu’il n’y a pas de In dans le terme de droite de 1’équation ».

Il va falloir faire « apparaitre In » grace a la propriété ci-dessus :

Comme4=Ine*ona:

Résoudre 1’équation Inx = 4

équivaut a résoudre le systtme | x € ]0;+ o[ ce qui donne X e
Inx = In e* x=

]0;+00[
e4

e*estbiendans ]0;+ o [ donc S= {e*! .
3 - Dans cette équation il y a I’inconnue x des deux ctés donc la plus grande difficulté ici sera de déterminer I’ensemble E

sur lequel I’équation a un sens : 0 273
In (3x-2) estdéfinisi3x-2>0 c’est-a-diresix>2/3 soitx € [2/3;+w] ]
1
In(x-1) estdéfinisi x-1>0 c’est-a-diresi x> 1 soitxe ]1;+o0] ]
1
L’ensemble E sera I’intersection de ces deux intervalles soit E=]1;+o0 [ ]
Remarque : pour trouver cette intersection on peut s’aider des schémas ci -dessus

« L’intersection c’est I’endroit ou on peut avoir en méme temps les deux couleurs » .

Résoudre 1’équation In(3x-2) = In( x -1) équivaut a résoudre le systtme |x € E
In(3x-2) =1In( x -1)
ce qui donne xeE soit x e E
3x-2=x-1 x="%

Or attention 2 ¢ E=] 1 ;+ oo [ donc S=9.

Remarque : on voit grace a cet exemple la nécessité de toujours vérifier I’appartenance a 1I’ensemble
de définition E des valeurs trouvées .

4 - Comme x>+ 1 >0 on aIn(x? + 1) défini sur R .Donc résoudre 1’équation In(x? + 1 )- In 2=0

équivaut a résoudre In(x> + 1 )= In 2 soit x> + 1 = 2 ce qui donne encore x> = 1 ; On en déduite que
S={-1;1}.



2°)Inéquations Pour tous réels a et b strictement positifs

Ina<Inbéquivauta a<b Ina<lnbéquivauta a<b Ina>Inb équivauta a>b

Ina>Inbéquivauta a>b

Exemples : Résoudre dans R les inéquations suivantes

I. Inx>1In3 2.Inx<-2 3. InMx-1)>In(x+4) 4. In(x*+1)<In2
Méthode : La méthode est la méme que pour les équations sauf que la solution sera généralement un
intervalle ou une réunion d’intervalles qui sera I’intersection de I’ensemble E de définition et des
conditions trouvées apres calculs.

1- Résoudre I’inéquation donnée équivaut a résoudre | x € [0;+oo[ soit) xe]0;+o][
x>3 xe]3;+mo|

D’ou la solution qui est I’intersection de ces deux intervalles a savoir S=] 3 ; + o [

2 - Résoudre I’inéquation donnée équivaut a résoudre Jx € ] 0;+oo[ soit [ x€]0;+o0[ xe]0;+mo[
Inx<Ine? x<e? ] -

D’ou la solution qui est I’intersection de ces deux intervalles a savoir S=]0;¢e?].
3 - L’inéquationaunsenssidx-1>0et x+4>0c’est-a-diresi xe|% ;+o[etxe]-4;+o[ soit

si xeE=]7 ;tol[.
Résoudre I’inéquation donnée équivaut a résoudre —x € E soit | x €E xeE
{1n(4x—1)>ln(x+4) x-1>x+4 3x >5
soitencore |xe]% ;+ oo
xe]53;+mw]

D’ou la solution qui est I’intersection de ces deux intervalles a savoir S=1]5/3 ; + o [

4 - Résoudre I’inéquation donnée équivaut a résoudre x> + 1 < 2 soit x*> - 1< 0.D’aprés la régle sur le signe du trindme
onendéduitque S=]-00;-1JU[1;+].

VI) Autres limites Croissances comparées p178

Inx Inx

lim —= et lim —=0
x—+o00 X x—+00 X

limxlnx =0 et lim x™"Ilnx =0 '
x—-0 X—+00




Preuves :

. Inx
lim —=
x>+ X
Méthode 1
In(x) _In(x) 1
(3) Ona - eln(x) - eln(x) °
In(x)
Or lim In(x) =+ et lim ex +oo d'aprés une propriété vue au chapitre 5.
xX—+® X—+oe X In(x)
Le théoréme de composition des limites donne alors :  lim £ =
x>+ In(x)
s - " , . . In(x) . 1
D’apreés la regle sur la limite de I'inverse d'une fonction:  [im = lim =0.
x—=+e X X+ eln(x)
In(x)
Méthode 2
« On commence par démontrer la premiére limite pour n=1, soit lim |nix) =0.
Soit fla fonction définie sur [1 ; +2o[ par £ () = In (x) - 2Vx. =F
fest dérivable sur [1;+[ et " (x) = % - % soit /() = 1—_7‘/1
Comme x =1, J/x = 1 soit 1 —/x < 0.De plus, x= 1 donc x> 0.
On en déduit que " (x) < 0 sur [1; +oo[, donc fest x 11 +oo

décroissante sur [1; 4o De plus, FD) =In(D) -2y1=-2. ) 0 -

Donc pour tout x € [1 ; 4o, £(9) < -2, d'ob () < 0. ) =2 —
On en déduit que In (x) < 2Jx et comme 0 < In (x) pour tout xde [1;+<[ ona:
0 < In ()<< 2Jx pour tout x de [1; +ol.

En divisant chacun des membres de cette inégalité par x, on obtient :

0=< In(x) . 2 pour tout x de [1 ; +o0[. De plus, comme lim x =+,
X ‘/; X—+%
19 " - In(x)
lim 4.=0.0 lim ——=0.
onax_l)Tm& nen dédmtquex_l)Tx
. Inx
lim —=
x>+ X
1 In(l) 1
(4) Pour tout x > 0, x Inx=—x In(;) = —Tx et X tend vers +o° lorsque x tend
x
In(X)

vers 0 par valeurs positives. Or  lim
X—>+® X
In(l)
d’'une composée : |im X/ —0.Soit limxIn(x) = 0.
-0 1 x—0

x>0 X x>0

= 0 donc par le théoreme de la limite

« Pour tout réel x strictement positif :

x"In(x) = —X"ln(%) = —ﬁ, donc x"In(x) = —ﬁ

-1 1\
v %)
1 - In(X) = —
Deplus, lim==+oet lim = 0 donc en utilisant la régle de la limite
x>0 X X+
x>0
d'une fonction composée, on obtient lirr:’ x"In(x) =0.
X!
x>0



VII) Dérivées
1°) Théoréme

Soit U une fonction dérivable et strictement positive sur I. La fonction f définie sur I
par f(x)=In U(x) est dérivable sur I et

U’
f 2 .

U
2°) Des exemples a retenir 1
a)Sif(x)=In(x-1) avec x e ]1;+ow[alors f’(x)=

x- 1
1
b) sif(x)=In(x -a)avecx e€]a;+o[alors f’(x)= (a>0)
x-a 1
de méme si f(x)=In(x+b)avecx € ]-b;+oo[ alors f’(x)= b>0)
x+b

1
c)Sif(x)=In2x avec x € ]0;+ow[alors f’(x)=

X

1
d’une fagon générale si avecm >0 f(x)=Inmxoux € ]0; +oo[ alors f’(x)=—
2 x

d) Sif(x)=In(2x-1)avecx € | % ;+ oo [alors f’(x)=

2x-1
de méme d’une fagon générale siavecm >0onf(x)=In(mx+p)avecx € |-p/m ;+oo[

m
alors f’(x) =
mx + p

VIII) Equations de deux tangentes importantes a la courbe de la fonction In
a)Tangente au point A(1 : 0)

2,5

y=x-1 2
1,5

b)Tangente au point B(e :1)
1

y=—x
€

c)Approximation affine

In(x+1)

lim _ 1 Au voisinage de 0 : In(x+1)~=x

x—0 Py




IX)Complément

La fonction logarithme décimal
Définition

La fonction Log ou logarithme décimal est la fonction définie par :
Log:]0 ;+o[ >R
Inx

X -
In 10




