INTEGRALES
IMPORTANT : I' UNITE D’AIRE
Soit (O ;i;]) repére orthogonal du plan . Ol = etOJ =j;

L’aire du rectangle OIKJ est 1 unité
d’'aire, on a donc :

1u.a. = 0K OJ=||iKllill

J _’
é._

Exemples :

« Si|li|l=llill =1cm alors l'unité d’airet el cn?

« Si|lill=llill =2 cm alors l'unité d’airet dsn?

e Si|li]|=2 et ||j||=1cm alors l'unitéickaest 2 crh

| ) Intégration. Interprétation en terme d’aire

1°) Définition

Soit f une fonction

CONTINUE ET POSITIVE
sur un intervalle [a ; b]
et C sa courbe représentative dans le repére (Q); i
Soit (E) le domaine du plan délimité parxea(Ox),
la courbe C et les droites d’équationsa etx = b
(On peut écrire aussi que Mk (y) dans (E) ssi

ax<b et Osy<f(x))

b

L’aire A de la partie (E) , est notée | f(X)dX et s’exprime en u.a
(unité d’aire)

a

Remargues: 1) On lit « intégrale de a a b de fxléx » . On dit aussi queest une variable muette car

b b b
ﬁx)dx= ﬁu)du= ﬁt)dt
a a a

2) a

ffdx= 0




4) Pour m > memb-a)u.a
a

(aire du rectangle grisé)

5) 4
a¢1)
A=| xdx= —=7.5u.a
2
1
Sillill=lill=1alors A =7.58&m
xhB +b)
Rappel : aire d'un trapeze——
2

6)

Donc le dessin montre bien que

15
ﬁx)dx > 82.5u.a

0

2°) Valeur moyenne d’'une fonction

a
4
b AsdA  gas
7

Soit f une fonction continue et positive sur uremtlle [ a ; b] ave@a < b .On appelle
valeur moyennede f sur [a, b] le nombre réel

: f()t:) dx @

b-a




3°) Intégrale et primitive

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle bain élément quelconque de I.
X

Lafonctiono (x) =1 f(t)dt est 'unique prinvie de f sur | qui s’annule en a.
a

REMARQUE IMPORTANTE : LA DERIVEE DE LA FONCTION f:f(t)dt est f(x)

Preuve : p190 X
1
Exemple 1: Inx= — dt
t
1

Exemple 2 : Etude d’'une fonction définie par uneritégrale
Etudier les variations de la fonction F définie bur[0,5 ; +oo [ par F(x) = flx Inx dx en déduire le signe de F sur I.
Corrigé: F' (x) = Inx on en déduit le tableau de variation de F sur | :

X 0.5 1 do D'aprés le tableau de variation, 0 étant le minimum
- 0 + de F sur I, on a donc K() > 0 pour tout réek de
F'(x) lintervalle |.
F(x)
0

Intégrale et primitive

Soit f une fonction continue sur un intervalle buPtous réelsaetb del,on a:

b

b

I={f(x)dx = F(b)-F(a) FF(x)] @
a

a

ou F est une primitive quelconque de f sur I.

Preuve : p 190

Exemples :
~ 2
2
1) @+1) k= [X°+ X] = (4+2)-(1+1)=4.
oy !
1
~ 1
2) e dx= [€ ] :-e'l-(-eo)=1—§
D, 0
0
™ e
x e
3) 00 &= [ = (nej/2-(n1fi2=%-0=}
~/ 1 X 1



1) Intégrale d’'une fonction de signe guelcongque
1°) Cas d’une fonction négative

Soit f une fonction continue eggativesur un intervalle

[a, b] .Si A est I'aire du domaine (E) du plariniéé par
I'axe (OX), la courbe C et les droites d’équatiors a etx = b
c'est —a — dire 'ensemble des points M;(y) tels que
asx<b et f(x)<y<O0 est

b
A: -| f(x)dx a. u.a.
a
Et b
fx)ydx = - A
a

2°) Cas d’une fonction changeant de signe

Soit f une fonctiorcontinue qui change de signesur un intervalle
[a, b] et C sareprésentation graphique.

Si A; est l'aire de la partie du plan délimitée pard'dOx), la partie
de la courbe C située au — dessus de l{&x) et les droites
d’équationsx = a etx = b c’est — a — dire

'ensemble des points MX(; y) telsque &x<b et @y<f(x)
et si A est l'aire de la partie du plan délimitée pard'dQOx), la
partie de la courbe C située en — dessous ge (&) et les droites
d’équationsx = a etx = b c’est — a — dire

| 'ensemble des points Mx(; y) tels que &x<b et f(x)<y<0
On pose alors

b
A= A+ Ay: | [f(x) |k ua
b a
U V= Ar—A
a

Remargue : On peut alors étendre la notion de valeur moyénmee fonction f seulement continue et de signécqugue.




Exemples de calculs d’aires
Exemplel :

1
Soitf(x)= 000 et sacourbe représentative dans le
x+1
repere ci-contre .Unités : 1 cm en abscisses ; 2rcordonnées
1°) Hachurer la partie E des points M{y) tels que
0s<x<2
0< y<f(x)
2°) Calculer la valeunecte de l'aire A de E en U.a.
3°) En déduire l'aire A de E en ém

3°)A=In3x2cri=2In3cmM

Exemple 2:
2x
Soit f(x)=- ————— et sa courbe représentative dans le
2
x“+1

repére ci-contre .Unités : 2 cm en abscisses ; 2 cm en ordonnées
1°) Hachurer la partie E des points M( x ; y) tels que
I<x<3
Qj’ f(x)<sy<o
2°) Calculer la valeur exacte de 1’aire de A en U.a.
3°) En déduire Paire de A en cm? .

)
/1°) 2P L}% bl f(x\ A)‘ l). Q
tﬂ‘ T J > PRI O J T dx = En()&m) TN
A A A w4 1
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3’) (/{- = \v\ 5&11 UMZ'; AAAAAAAAA klma uuz-



Aire de la partie du plan délimitée par dex courbes représentatives

Soit f et g demfonctions continues sur un intervalle [a , b]llete

que pour touk de [a, b], fx) < g (x). 9(x)
L’aire A de la partie du plan , ensemble des pdimtsx ; y) tels

gue ex<b et f(x)sy=<g(x) est

b

A= [g(x)—f(x)] dx u.a.

f(x)

Exemple : 2
Soit f(x)=- ——— et sa courbe représentative C ¢ dans le

x
repére ci-contre .
Etsoit g (x)=x" et sa courbe représentative C , dans le méme repére.
Unités : 0.5 cm en abscisses ; 4 cm en ordonnées
1°) Hachurer la partie E des points M( x ; y) tels que
Va < x <1
dfx)<y < g(x)
2°) Calculer la valeur exacte de 1’aire de A en U.a.
3°) En déduire I’aire de A en cm” .

__________ 4/)40) ()r:} 4[%(7\\-8(1)] An Qo | o
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I11) Propriétés de l'intégrale
1°) Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle beb, ¢ des éléments de I.
b c c

fX)dx + f &) dx f(x) ox

a b a

Exemple : ™ 1
— —1
dx = X2 =1
J{\O — —lo
2 — )
Xdx = X2 =3
J 1 — 1
N 2 _ _
2
xax = | x? 0 =4=1+3
0 - =
2°)Linéarité

-

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle beet b dexiéléments de .

b b b
J\ f>()dX+J\g(X)dX= [f(x)+g(x)]dx
a a a

Pour tout nombre réal,

J\f(x)dx =\ | F(x) o

Exemples

f;2cosx+3x ax =2f0ncosx dx+3f(;rxdx=—




3°)Antisymétrie

a b
J\ ﬁ()dx=-J\f(x)dx
b a

4°) Positivité

Soit f une fonction dérivable gbsitive sur un b
intervalle | QQ
f(x)dx= 0
etaetb deuélémentsde|l. Si<balors
a
Signe d’'une intégrale
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deuéléments de |I.
Sia < b Sia> b
b b
Sif> Osurl
f&)dx >0 f(x)dx <O
f POSITIVE SUR |
a a
b b
Sif< Osurl
fk)dx <O f(x)dx >0
f NEGATIVE SUR |
a a
Intégration d’une inégalité
Soit f et g dey fonctions dérivables sur un intervalle | et & efew éléments de .
b b
Sia<b et sipourtout réelde [a; bff (x )< g(x) alors
(xf) dx < g(x) dx
a a
ROC : ex 87 p 206
Exemple :
Grace a ce théoréme on peut encadrer la valeue drtiégrale que I'on ne sait pas calculer.
1
On sait que la fonctionxf{= OO0 estpourtoukde[0;1]telleque Fx+1<f(x)s -3x+1
X+ 1 1
On en déduit alors d’aprés le théoréeme que (- Yex+ 1) &k <| f(x)dx < (-v2+ 1)k
0 0 0
1
! 1 1 3 1
Soit -1/x4+x:| <| f(x)dx £ |-0 x®+x soit finalementd < | f(x)dx < O
0 6 o 4
0 0



5°)Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I5[lal
b

S'il existe des réels m et M tels que < fx)< M pour toutx de | alors m(b- a| f(x) dx<M(b—-a)

a




