COMPLEXES ET GEOMETRIE

I) Vecteurs
1°) Affixe du vecteur AB

Soit 7i(a;b) un vecteur du plan alors I’affixe de % est zz =a + ib

Si A(za) et B(zg) alors 1’affixe de AB est Z7p = 7B — ZA

Exemple : Quel est I’affixe de AB ou A(1+1) et B(4—21)
ZEZZBfZA=4f2if(1+i)=3*3i

2°) Affixe du milieu

Soit A(za ) et B(zs ) alors 1’affixe du milieu I de [AB ] est :
ZB t+ Za
7=

2

Exemples:
EX 10n donne 3 pts A(4 +2i), B(1-3i)et C(-2)

1.Déterminer I’affixe du milieu I de [AC] .
2.En déduire I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

Correction :

z1=1+1; ABCD parallélogramme ssi (Zg+ zp )/2=z; cadt zp=2+21i—1+3i
Ce qui donne zp = 1 + 5i

EX 2 Soient A(3;2)B(0;-1) C(-25-3)

Montrer que les trois points sont alignés.

Correction

Zag =-3-31 = Zz

II) Module d’un nombre complexe. Argument d’un nombre complexe non nul.

1°) Module

Définition

Si le point M( x ; y ) est I’'image du nombre complexe z=x + iy

—

Le module de z est 1a longueur OM c’est — a — dire la norme du vecteur OM

On le note | z |. On a donc
_)

[z]=NE+y? =\/ 27 =OM=||OM]|

|ZI M

Exemples :

Déterminer le module de chacun des nombres suivants -3i ; (-2 +5i) ; (11 -7 1) ; (4 +iV3)

Corrigé : |-3i|=3 |-2+5i] =29 | 11 -7i|=170 | 4+iV3| =119




Propriété -
AB =|zp — z4 [ull=]2u]

- -

Preuve: Soit OM=AB M( zs— za) AB=OM=|zg— zj

Exemple : Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O ; u, v)
Soit les points A(2),B(2i),C(-2)etD(-1).
Déterminer AB, BC, CD, AD ;

Corrigé : AB=|zs—za| =2\2 BC=2V2  CD=15 AD =15
Remarque 1: | Z| =0 ssi z=0.

eneffet |z| =0  équivaut a OM = 0 soit O et M confondus cad z =0
Remarque2: |z| =z  ssi z est un réel positif
2°) Argument d’un nombre complexe non nul

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (O ; u, v) .
On choisit un point M du plan complexe distinct de I’origine d’affixe z non nul.

Définition

- M(z)
Soit z un nombre complexe non nul. - —

Un ARGUMENT de z est une MESURE en radians de I’angle (u ; OM) B arg(z)

Et on écrit ol >

- - - -

Arg(z)=(u:OM)+k2n.kdansZ ou Arg(z)=(u: OM) (2n)

Exercice: Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O ;u, v)
Soit les points A(2 ) ,B(21),C(-2) etD(-1).
Déterminer un argument de ’affixe de chacun des points A, B, C et D.

Corrigé: 0:; w/2; n; -n/2

III) Forme triconométrique

1°)Définition

Soit M le point d’affixe z avec z non nul. Si |z| =retargz =0 (2n ) alors
z=r(cosO+isin0)

C’est la FORME TRIGONOMETRIQUE DE Z .




2°) Passage de la forme algébrique a la forme trisconométrique

z=|z| (cosO+isin0)

Soit znonnul. Z=Xx + 1y alors
X X D’ou
r=|z|=Vx*+)? et (cos®= =
12| Nx+ )P
y y
sin 0 = =
K1 Va2 +
Exemple : forme trigonométrique dez=1+ i+/3
1z|=VI+3=2
1
cos 0=~ -
2 0=2(n)
sing =2
2
z= 2(c0s£+isin£)
3 3

3°) Passage de la forme trisonométrique a la forme algébrique

Soit z non nul.
z=r(cos0+isin0)
Soit x=rcos b
y= rsin 0 etz=x +1iy

T T
Exemple : forme algébrique de z= cos Z+ isin 1




4°) Calculs avec la forme trisonométrique
a) Propriétés du module et de I’argument

1. |-z|=]|z | et arg (- z)=arg z+ n ( 2m)
2.|z|=|;| et arg;Z-argz(%t)
3.1zz’ |=|z |. |2’ | etargzz’ = argz +argz’ (2m)
4. 1 1 1
— = — et arg =-argz (2n)

z |z | z

5. z |z | z
= et arg =argz —argz’ (2m)

z | 2’| z

6. |z"| =]z|" ndansZ et argz"=nargz(2mn) pour toutentier n

Preuves pour le module:

1. immédiat ; 2. immédiat <7

3022 P= 22 22 =2z 27= |z’
ROC

4.1zz’|=1 d’ou|zl.|zZ’|=1 5. conséquence du 3 et du 4. 6. récurrence

Preuves pour ’argument :
l.z=1r(cosO+isinB) zZ=r(cos0’+1isin0’)d’ou-z =-r(cosO+isin0)=r(-cosO -isin0)

r( cos(0+m) + 1 sin(6+m))
2. z =1 (cos0 -isinO)=r(cos(-0)+isin(0)).

3.2z’ =1r’[(cos O cos 0’- sin 0 sin ) + i(sin 6 cos 6 + sin 6° cos 0)] :;
zz’ =11’[ cos(6+ 0’) +1sin (60+6°)]

4.7z’ =1 etla propriété 3. donne le résultat !
5.7/22 =z x 1/Z’ et les propriétés 3. et 4. donnent le résultat
6. Récurrence

(module) ( valeur absolue)

Exemples : [1]=1 | x|=]x]|stxdans R




b) Inégalité triangulaire
lz+z2’| < |z | +|Z| Q?

¢) Propriétés importantes de ’argument

1. z dansR* ssi argz=0(zdansR™)ouargz=m (zdansR")

2. z dans iR* ssi  argz=m/2 (z dans iR™") ou arg z = -n/2 (z dans iR™)

Egalité de deux nombres complexes non nuls

soit z et z” deux nombres complexes non nuls

bJ

z’  ssi z| =| 2’| etargz=argz’ (2m)

V4




IV) NOTATION EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Formules ’EULER

Pour tout nombre réel O on a :

e®=cosO +isin0 d’ou

e ®=cos0-isin0

Des exemples a retenir :

. . . LA i 1
el=1 e2"=1 e"=-1 e'2=1i es= -

Conséquence 1

i= V2, .2
2

Tout nombre complexe non nul tel que | z| =ret argz=0 (2m)

peut s’écrire  z=r e
C’est la forme exponentielle de z.

Exemple: 3+iV3=2v3e'c

Conséquence 2

eiO

cos 0=

et sin0=

2i

Exemple :
ei2x

cos 2x =

Conséquence 3 : Formule de Moivre

ei2x

et sin2x =

e —12x

2i

(€% )"=¢eM pour tout entier n soit (cos O + isin 0)" =cos n® + i sin nd

Un Exemple important :

eix + e -\ 3
&) ] 2

Soit cos?x= Y (cos3x +3cosx)

linéariser cos>x et sin > x

[ei?)x +3 eine -ix +3 eixe —12x +e iSﬂ — 1/8[ei3x + e—i3x +3 (eix +




Propriétés

1.]e%=1etarge®=0(2n)

2.Pour tous réels 0 et 0’

1 elf

ei@ X ei@’ — ei(9+9’) =e -0 — ei(@
ei@ el@’

rei® x ei® = rpei®+0) 00 = i

-9)

Exercices : 1) Donner la forme exponentielle des nombres complexes suivants :
21=Q20/(N3+i);z2=(1+IN3)/(-1+iV3);z3=(-1+1)>

2) Soitz=3e ™ ; montrer que z°’ est réel.
1)21 — \/2 e-isn/12 7z, =g i3 73 = (\/2 ei3n/4)12 =_64

2) Z57 = _ 357




