COMPLEXES

I) Les nombres complexes. Forme algébrique

1°) Définition algébrique

Les nombres complexes sont des nombres de la forme
Z=x+1y

Ou x ety sont des nombres réels ct i le nombre dit imaginaire tel que i2 = -

Y ad
Remargque: L’ensemble des nombres complexes est noté C.

Exemples :
. . 1 . 1 .43 .
2+31;—1—1;-—+41;—+1£ ;\/2;—51;0
2 2 2

2°) La forme algébrique

L’écriture X +1iy dunombre complexe z est appelée la forme algébrique de z ou
x est la partie réelle on note Re(z)=x
y est la partie imaginaire Im(z)=y

Exemple : z=-5+2i Re(z)=-5 etIm(z)=2

Cas particuliers :

e (0=0+0i sapartie réelle et imaginaire sont nulles
e 3=3+0i, 3 estun nombre réel sa partie imaginaire est nulle

On a la propriété suivante

z € R ssi Im(z) =0

e 9i=0+9i, 91 est un nombre imaginaire pur car sa partie réelle est nulle.

On a la propriété suivante

z € iR ssi Re(z) =0

Remarque importante: la partie imaginaire d’un nombre complexe est un REEL
ainsisiz=1+i(1+2i)alorsRe(z)=-1letlm(z)=1

Exercice : Donner la partie réelle et imaginaire des nombres complexes suivants
z=1; z =-1, z=31-2

Re(z)=1 etIm(z)=0 Re(z)=0 et Im(z)=-1 Re(z)=-2 et Im(z)=3




II) Calculs dans C
1°) Egalité de deux complexes

Théoréme 1

z=1z7"ssi  Re(z)=Re(Zz’) et Im(z)=Im(z’).

Conséquences :

e Tout nombre complexe s’écrit de fagon unique z =x + 1y ou x, y sont dans R.

e xt+iv=0ssix=0 et v=0

Application :

Déterminer les deux nombres réels a et b tels que le complexe a +b — 1 +i(a — b) soit nul .

2°) Conjugué

Définition

Pour tout nombre complexe z de forme algébrique
x+1iy

le conjugué de z noté Z est le nombre complexe
x—iy.

Exemples : Déterminer le complexe conjugué des nombres complexes suivants 2 +1;

i:V3-31,i-2

Propriétés du conjugué d’un nombre complexe

-4; 3-51;

1. z.Z = x*+ )?

2z+2 =z +7 2.z =z.7
3. Z= z2
4. z0 = (Z)" pour tout entier naturel n

avecz # 0
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7.2+ Z =2Re(z)=2x et z— z =2ilm(z)=2y
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REMARQUE :

z dans R ssi zZ= 1z
z réel
z dans iR ssi 7z =- 7

z imaginaire pur

Preuve pour z réel:
z = x+ 1y avec x etydansR. zdansR équivautay=0

zZ= 1z équivautax+ iy =x - iy cad y =0 donc I’équivalence est démontrée

Propriétés du nombre i
o i2=-
1

o — =-1

1

e Puissancesdei: i*"=
ntl — 4
i4n+2 =-1

4n+3_ .
-1 n est un entier naturel

et i
Exemple: On donne z=(3—7i)/(5+1i)etz’ = (3 +7i)/( 5—1) . Pourquoi peut — on affirmer sans calculs
Que z + 2’ est un réel et que z — z’ est un nombre imaginaire pur ?
carz’ =z

3-7i=(3+7i)et 5—i=(5+1)

3°) Opérations dans C
z=x+1iy etz’=x"+1y’ ouxx’y)y’ sontréels.

Addition

z+2=(x+x)+i(y+y)

Exemple :

z=3t4diet z2=4-51 ; z+z2°="T—-1

Produit par un réel kz= (kx) +1 (ky)

Exemple : 2 z= 6+ 8i



Produit zZ =(x'—yy)+i(xy +yx’)

On effectue les calculs dans C en appliquant les régles de calcul dans R et en remplagant i par —1.
Exemple:z=3+4i et 22=4-51 ; zz’=32+1i

Exemples : Les identités remarquables

(x+iy)?=x*—y*> + 2ixy
(x—iy)’=x2-)»* - 2ixy

¥+ pr= (x+iy)(x—ip)=zxz

Inverse :  tout nombre complexe z non nul admet un inverse 1/z forme algébrique
1 z xX—1y [ X -y \
= — = = +1 —
z zz7 (x—ip)( x+iy) X2+ y? X2+ y?

Exemples : Ecrire sous forme algébrique 1’inverse de z

1 +1
a)z=5-3i b)yz=1 c)z=
3
Quotient forme algébrique
N
- e, 4
z zZ.z x+ ) —-iy) xx’+yy’ = xy’
7’ 7.7 ()C’ + ly’) (x9 _ iy’) x)2 + y’Z x’Z + y’Z
Exemples :
1) Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants z; =2 + 3i — (3 + 5i) ; zo = (2 + 3i) ?; Z3=;i;:

2)Soitz=x+iyetZ= ZZ% ou z # i. Donner la forme algébrique de Z en fonction de x et y.

corrigé
1)zi=-1-2i 2=-5+121 zz3=-1+1

Xy tx-y (x—y +1)
2) Z= + 1

X+ (y-1)? X+ (y-1)?



