COMPLEXES
FICHE 3 : complexe et géométrie

I Définition
On munit le plan d’un repére orthonormal direct (O ; U , ¥ )Alors :
On identifie I’ensemble C des nombres complexes au plan P :

Définition pour le point
* Le point M( x ; y ) est L’IMAGE du complexe z=x+1y

* Le complexe z=x+1y est "AFFIXE du point M(x ;)
au complexe z =x + iy on fait correspondre le point M(x ;)

Onnote:zy = x+iy et M(z).

Exemples : 2 + 3i est I’affixe du point A ( 2 ;3 ) et du vecteur 04 (2:3)
.L’image de zg=- 1 —iestle point B (-1;-1) etle vecteur OB (-1;-1)

L’abscisse x est la partie réelle du complexe. L’axe des abscisses est aussi ’axe des réels
L’ordonnée y est la partie imaginaire du complexe. L’axe des ordonnées est aussi I’axe des imaginaires

L’axe des ordonnées
est appelé

L’axe des imaginaires :
c’est ’ensemble des images

des nombres complexes de partie,
réelle nulle.

L’axe des abscisses est appelé Axe réel : c’est I’ensemble des images
des nombres complexes de partie imaginaire nulle

L’origine O du repére est I’'image du nombre complexe 0 =0 + 01



Conjugué
Un nombre complexe et son conjugué ont méme partie réelle et des parties imaginaires opposées, on en déduit donc que si
M(z) et M’( z) Les points M et M’ sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses (Ox).
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EXEMPLE : Placer les images des complexes z=3 — i,z = -2 +1i et les images de leurs conjugués respectifs.

II) Vecteurs

1°) Définition pour le vecteur
*Le vecteur W( x ;y ) est le vecteur IMAGE du complexe z=x+1iy

* Le complexe z=x +1iy est ’AFFIXE du vecteur W(x ;¥).0nnote z5;; = x+iy et oM (z)
2°) Affixe du vecteur AB
Soit ©(a;b) un vecteur du plan alors I’affixe de U est zz =a + ib
Si A(za) et B(zg) alors I’affixe de AB est Lo s 7 @
Exemple : Quel est I’affixe de AB ou A(1+) et B( 4 — 2i)
Zp=7zB—zAa=4-2i—(1+1)=3-31i

III) Affixe du milieu et applications

Soit A(za ) et B( zg ) alors I’affixe du milieu I de [AB ] est :
ZB t za
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Exemples:
Exercice 1

On donne 3 pts A(4 +2i), B (1-3i)et C(-2)
1.Déterminer 1’affixe du milieu I de [AC] .
2.En déduire I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme
Correction :
z1=1+1; ABCD parallélogramme ssi (Zg+ zp )/2=z cadt zp=2+21i—1+3i
Ce qui donne zp = 1 + 5i

EX 2 Soient A(3 ;2) B(0;-1) C(-2 ;-3 ) Montrer que les trois points sont alignés.
Correction : Z;3z =-3-31 = SZR



IV) Module d’un nombre complexe. Argument d’un nombre complexe non nul.

1°) Module

Définition

S1 Ie pomnt M( x ; y ) est 'tmage du nombre complexe z=x + 1y —

Le module de z est 1a longueur OM c’est — a — dire la norme du vecteur OM ||

On le note | z |. On a donc

A — - O
[z|=Vxt 4yt =\/ 27 =OM=|OM]|

Exemples :

Déterminer le module de chacun des nombres suivants -3i ; (-2 +5i) ; (11 -71) ; (4 +i V3)

Corrigé: |3i=3  |-2+5i|=V29 111-7i| =170 [4+iV3[=19
Propriété -
AB=|zs— z4| [ull =12z
- -

Preuve : Soit OM=AB M( zs— za) AB=0OM=|zp— zj

Exemple : Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (O ;u, v )
Soit les points A(2 ) ,B(2i),C(-2)etD(-1).
Déterminer AB, BC, CD, AD ;

Corrigé : AB=|zs—za| =22 BC=21\2 CD =15 AD =15

Remarque 1: | Z| =0 ssi z=0.

eneffet |z| =0  équivaut a OM = 0 soit O et M confondus cad z =0
Remarque2: |z| =z  ssi z est un réel positif
2°) Argument d’un nombre complexe non nul

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (O ; u, v) .
On choisit un point M du plan complexe distinct de I’origine d’affixe z non nul.

Définition M(z)
Soit z un nombre complexe non nul. - —
Un ARGUMENT de z est une MESURE en radians de I’angle (u ; OM) 3 arg(z)
Et on écrit 0 ‘j >
u
- — - —

Arg(z)=(u:0OM)+k2n.kdans Zou Arg(z)=(u ;: OM) ( 27)

Exercice: Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O ;u, v)
Soit les points A(2) ,B(2i),C(-2) etD(-1).
Déterminer un argument de 1’affixe de chacun des points A, B, C et D.

Corrigé: 0; n/2; n; -n/2




3°) Calculs avec la forme trigonométrique
Propriétés du module et de I’argument

1. |z|=]|-z| et arg (- z) =arg z + n ( 2m)
2. |z| =1z| et arg(z)=-arg(z)(2mn)
3. |z.Z'|=|z|.|z'| et arg(zz')=argz +argz (2n)
L Iy=.
4. | et arg ( . )=-arg(z)(2n)
z| _ Iz Zy = . ;
g By et arg( p” )=arg(z)-arg(z’ ) (2n)
6. |z"| =|z|" ndansZ et argz"=nargz(2m) pourtoutentier n

Preuves voir livre p

(module) ( valeur absolue)

Exemples : [1]=1 |x|=]x]|sixdans R

lz +z2’| < |z | +|Z| @

Propriétés importantes de I’argument

Inégalité triangulaire

1. z dansR* ssi  argz=0(zdansR™)ouargz=mn (zdansR™)
2. z dansiR* ssi  argz=n/2 (z dans iR"") ou arg z = -n/2 (z dans iR™)

Egalité de deux nombres complexes non nuls

soit z et z” deux nombres complexes non nuls

b

z=27 ssi z| =| 2’| etargz=argz’ (2m)

ENSEMBLES DE POINTS AVEC LES MODULES
Exemplel:|Z - Za| = |Z - Zg| c’estla médiatrice de [AB] car cela équivaut a AM = MB
Déterminer I’ensemble des points M (z) telsque [z— 1 —1| =]z + 1

SiA(1+1) etB(-1) alors ’ensemble cherché est la médiatrice de [AB].

Exemple2:|Z - Za| =1 c’estlecercle C(A; r) carcelaéquivauta AM=r.
Déterminer I’ensemble des points M (z) tels que |[z— 1 —1| =4

SiA(1+1) alors ’ensemble cherché estle cercle C(A(1+1);4)
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4°) INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE PARGUMENT

1. Pour tous points distincts A et B :
- —

arg (zs—za ) =(u, AB) (2n)

2. Pour tous points distincts A, B, C et D tels que A #B et C#D

Zp — ZC — —
arg =(AB,CD) (2m)

B — ZA

Exemples importants: A#B et A# C

1. A,B et C alignés ssi
Zc — ZA
arg =0 (m)

B — ZA

2. (AB) L1 (AC) ssi
ZCc — ZA

arg =7/2 ()

MEMO -TECHNIQUE : ON COMMENCE TOUJOURS

PAR LE DERNIER.

5°) Etude d’un exemple : Triangle équilatéral

B — ZA

Soit A(i), B(2+i)etC (1 +1 (\/3+1)). Démontrer que le triangle ABC est équilatéral

Corrigé : il y a deux méthodes

- —

Méthode 1 : on calcule les longueurs AB, BC et AC a I’aide du module et on démontre qu’elles
sont toutes égales AB=|zg—za|=2=BC=AC

Méthode 2 : On calcule AB et AC puis ( AB, AC ) = arg

1+iV3
=arg — =7/3 2n)

ZB — ZA 2

ZC — ZA




