CONTROLE DU 14/12/21 terminale spé CORRIGE
EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur R par f(x )= x+4 -¢*

1°) a)xl_i)r_nooex =0et lim x +4=-oodoncparsommexl_i)r_noof(x) =-m

X——00

. 4 e* 4x  xe*
Pour toutréel x, x(1+-——)=x+———=x+4-e"=f(x)
X X X X
. BN
lim x =+ o
X—+00
. _ Et finalement par produit
lim =0 Donc par somme
X—+00 >- . - o
) I {c))
4 xX—+00
: e* . . lim 1+4--L£ = —w
lim — —=-o0 par croissance comparée o x X
X—+ 00 X B
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2°) a)
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1-e*>0 équivauta 1> e* soita e®> e* soitfinalementa 0 > x

Donc S =]-00; 0 ]

b) f'(x)=1-¢" . D’apréslea)onadonc f° >0six €] —o;0]et f' < 0six€[0;+oo]
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Exercice 2
Partie A

1. Limite en + Pinfini

On a une indéterminée du type 0 — oo

3 6
g(x)= x3(2—;—F

lim x3 =+ ) Et finalement par produit

X—+0oo
5 Donc par sommes de limites

lim —==0 i =
X—+00 x 3 6 — xl_{rpoog(x) +oo

. 6 lim 2~ x 2 2

lim —z= 0 X—+00
X—+0oo

J—

2.g est une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R *".

g’ (x)=6x*—6x =6x(x- 1) . Comme a =6 c’est-a-dire a>0 D’apreés la régle du signe du trindme
du second degré on en déduit le signe de g’( x ), et le tableau de variation de g sur R *" :

X 0 1 +o0

g'(x) - 0 +

g(x)

3.8ur]0;1] —7 < g<-6 donc g < 0 et’équation g( x ) = 0n’admet pas de solution dans cet
intervalle.

Sur [1 ; + o[ lafonction g est continue et strictement croissante de I’intervalle, [1; 4+oo[ a valeurs
dans I’intervalle [—7 ; +oo[ qui contient 0, donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires relatif aux fonctions strictement monotones 1’équation g( x ) = 0 admet une unique
solution o sur 0 ;+ oof.



4. Comme d’apres la calculatrice g ( 2.14 ) = -0,14 et que g (2.15)=0.01 alors
g (2.14)x g (2.15)<0, on en déduit que 2.14 <a <2.15

5. On en déduit le signe de g sur [0; +oo

X 0 al +00
- +
g (x) a
Partie B
1. Limite a droite en 0

On a une forme indéterminée en + o du type oo/oo donc on transforme 1’écriture de f( x ) eton a :

lim x2=-3x=0

xX—>+00
.6 .
lim— =+o0 donc par somme limf (x)=+o
x-0x x—0
x>0 x>0
2. }Ci_r}% f(x)=+o0 alors 1’axe des ordonnées d’équationx =0 est  asymptote verticale a C
x>0

3.La fonction f'qui est la somme d’une fonction trindme du second degré et d’une fonction rationnelle
est dérivable sur son ensemble de définition :

- 2_ 3_9,2_
f,(x)zzx_s_iz(Zx 3)x 6:2x 3x 6:g(x)

x2 x2 x2 x2

4.D’aprés le 3. f(x) = % or x2 >0 pour tout x de R on en déduit que

f’(x)estdusigne de g (x) sur R+*. On a donc le tableau de variation de f

X 0 a +o0
f'(x) - +
oo oo
Sfx)

f o)




Partie C
I. T:y=f'(D(x—-1)+f(1) soitT:y=-7(x—1)+4 et finalement
T:y=-Tx+11

2. Meéthode 1 :
On va étudier le signe de h(x ) = f(x) — (=7x + 11) = x? + 4x — 11 +§

x3+4x%-11x+6
X

Ce qui donne h( x ) =

Or(x—1*(x+6)=(x>-2x+1)(x+6)=x3+4x%2 —11x + 6

Comme x > 0 alors x+6 >0 . De plus (x — 1)> = 0 donc h(x) = 0 et C est au — dessus T sur
R+

2x3+412
x3

Méthode 2 : f"'(x) =

Comme x>0 alors f"'(x) quotient de deux quantités positives est positif et la fonction est
convexe sur R+* | on en déduit que C est au dessus de T sur R+*.

Exercice 3

o . = . » 4 o .
1°)a) f est une fonction trindbme du second degré elle est donc dérivable sur [0 ; E] et ainsi continue

sur cet intervalle.

b) Pour tout x de [0;%] F(x) = x équivaut 2 1.6x — x% + 0.16 = x soit — x% + 0.6x + 0.16 = 0

. . 1 4
A=1. On adeux solutions qui sont x1= Cetxa=c.

Seule la solution x2 peut -&tre retenue sur [0 ; %] donc S = {%}

c) f’(x)=-2x+1.6 . Il s’agit d’une fonction affine dont le coefficient directeur a=-2 est négatif
donc d’apres la régle du signe de ax+b, on en déduit le signe de f’( x ), et le tableau de variation de f
sur [ :

X 0 g
() T 0
4
5
fx)
25

d) D’aprés le tableau de variations si x. dans [0; %] alors f(x) € [% ; g] eton abien f(x) € [0; g]



a) 2°a)SoitPn.:0< U, < Up4q <

SEES

Initialisation : pour n=0ona Uy =0.2 etU1=0.44

vl |

0< 025044 S% donc 0< Uy, < U; <- etPoestvraie

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un entier n fixé c’est-a-dire
0< Uy S Unyy <7

Notre objectif est de montrer qu’elle reste vraie au rang n+1 a savoir

0< Upyy < Upyp <=

vt |

Par hypothese de récurrenceona 0< U,, < U,;;1 <

donc, comme f est strictement croissante sur [0;%] alors

4
f0) = fUn) = f(Un+1) = f(2)

g 4 4 .
C’est-a-dire Py Ups1 S Upyp < - etona finalement
4 .
0<Upy1 SUpys < s Pn+1 est donc vraie.

Conclusion : Conclusion : P, est vraie au rang 0, elle est héréditaire, on a démontré par
récurrence que

Ul |

pour toutentiern0< U, < U,;; <

b) On a montré au a) que pour tout entiern U, <U,,,; donc
La suite est croissante . De plus pour tout entier n on a aussi montré que
U, <§ c’est-a -dire. (Un) majorée parg

La suite est croissante et majorée donc d’apreés. Le théoréme de convergence des suites
monotones elle converge .

. . 4 . R -
C) la fonction f est continue sur [0; E] et la suite (Un) converge vers a donc d’apreés le théoréme
du point fixe la limite a vérifie 'équation f(a) = a . Or d’aprés le 1°). B ) la seule solution possible
4
est= donca == .
5 5



Exercice 4 ( 5 points )

QM
Entourer la réponse juste :

2+ 3x2

1- La dérivée de la fonction f(x) = e est

f'(x) = 2¢2+3%° fl(x) = e F'(x) = 6xe?+ 3 fl(x) = e?+3x*

2- La dérivée de la fonction f(x) = In(3x%2+5x+6) est

filx) =

In(6x+5) 6x +5 1 f'(x) = (6x + 5)Inx

f@=5avsere | /O 6+s

3- Pour tout nombre réel x strictement positif : In ( x% + x)

In (x?) x1In(x) 2In (x+1) In(x)+In(x+1)

2In(x)+ In(x+1)

4- Le nombre |n125—|n81—|n%+2ln\}243 st égal a

4In5 4In5—-1In3 <5) 5In4
In{—
4
eln45—ln27 B .
5-Le nombre —inisginet est égal a
4In5—-1In3 i 18
729 In15 x In81 2025




on en déduit le signede f*’(x ) sur/:

X - ® 1 4

£'(x) ¥ :

b) Comme f’(x)=0sur ]-oo; 1] alors f est convexe sur ]-o0; 1]
Comme f>’(x)<Osur [1;4] alorsfestconcavesur [1;4]

On en déduit que la courbe de f admet un point d’inflexion sur I qui est le point A( 1 ; 1)

Exercice 3

1°) a) f est une fonction polyndme sur I donc elle est continue sur I .

b) f(x)=x avecx dansIéquivauta 0,6x(1 —x)+0.35=x soita
-0,6 x>~ 0,4 x +0,35=0

A=1.  Onadeux racines distinctes qui sont /2 et -7/6 . Donc dans I on a la seule racine
1

acceptable est /2 . S = {E}
c)f’(x)=-1,2x+0,6 onen déduit le tableau de variation de fsurl :

X 0 Vs
f'(x) + (
23
fx)
0,35

d) D’apres le tableau de variation , si x dans I alors

0,35 sf(x)< = comme 0,35 >0

Donc on a bien six dans I alors f{ x ) dans I

N

2°) On considére la propriété Pn : 0< U, < Up4q < 0.5
Initialisation : pour n=0 on a Uy =0, U; =0,35 donc 0< Uy < Uy < 0.5 et Py est vraie
Hérédité . On suppose la propriété vraie pour un entier naturel n c’est- a- dire 0< U, < U, 41 < 0.5

Notre objectif est de démontrer que Pn+1 est vraie a savoir 0< U, 4q < Upqp <0.5



Par hypothése de récurrence on a donc 0< U, < U4 <0.5

Alors d’apres le 1)c), comme festcroissante  f( 0) < f(U, ) <f(Up+1 )< f( 0.5)
et On a finalement D’apres le 1)d) 0 Up41 S Up2 05

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Conclusion : P, est vraie au rang 0, elle est héréditaire, on a ainsi démontré par récurrence que

pour tout entier naturel n 0< U,, < U, ,; <0.5.

b) D’apres précédemment on sait que ( U, ) est croissante puisque pour tout entier naturel n
U, < U,,, etqu’elle est aussi majorée par 0.5 car pour tout entier naturel n U, < 0,5.
D’aprés le théoréme de convergence monotone (Un) est donc convergente.

¢) (Un) est donc convergente de limite a et est une suite définie par récurrence par
Un+1 =f(Un) avec f qui est une fonction continue. Donc d’aprés le th du point fixe a est une solution de
I’équation a=f(a) avec a = Uo . D’aprés le Ib)onadonca=0.5donc lim Un=0.5.

n— +oo

Exercice 4 ( 4 points )
1) Entourer la( les) courbes de la (des) fonction(s) continue(s) sur leur ensemble de
définition :

of 1 x o 1 x

2)Entourer la réponse juste



fune fonction défi- Y

nie sur l'intervalle [0 ; 4] et dont on N &

4 M . T /}—‘ \
donne la représentation graphique 1 / \
dans un repére. =

1. Lafonction fest-elle continueen 0|
37

2. La fonction fest-elle continue en 2 ? Oui

3
) | Choisir la ou les bonnes réponses.

Soit fune fonction définie et deux fois dérivable sur [-7 ; 10].
On donne ci-dessous le tableau de signes de sa fonction déri-

vée seconde.
| =x .—7 -1 2 10‘
Cfx) - 0 + 0 +

On note ‘6fla courbe représentative de fdans un repére.
[ 2]fest convexe sur [-1; 2].
b. fest concave sur [-5; 0].

[F]Le point A d'abscisse -1 de 6, est un point d'inflexion de
cette courbe.

d. Le point B d'abscisse 2 de €, est un point d'inflexion de
cette courbe.

Choisir fa ou fes bonnes réponses.
Soit fune fonction définie sur R.
1. On sait que, pour tout réel x, x + 1 < f(x).

On peut déterminer :

a. lim fix) b. lim fix) ¢ lim fix).
X—p—0 x—0 | X—po |

2. On sait que, pour tout réel x, f(x) < x+ 2.

On peut déterminer

—

a. Jtlim Six) b. JI‘I_rn}f(x) C. ,E;Tmﬂx]'




