STATISTIQUES INFERENTIELLES

| Introduction. Principe de la théorie.

Pour étudier une population statistique il y a dew@thodes :

- La méthode exhaustive ou recensement : on exarhamin des éléments de la population

( méthode trop longue)

- La méthode des sondages : on examine une parthepdpulation ou encore un échantillon
pour essayer d’en déduire des informations slwotidité de la population. Cette méthode
comporte deux étapes :

» L’échantillonnage qui permetsidectionner un échantillon de la population.
» L’estimation qui grace aux réatd obtenus sur I'échantillon permet d’induire des
Informations sur la populatioteie.

Principe de la théorie

On considere une population P d’effectif N donttundie un caractére.
Pour ce caractere on suppose que P a une moyeahemecart — type.
De cette population on extrait n échantillons dipdesquels on définit n variables

aléatoires indépendantes, X , ... , X, qui ont une toutes la méme moyenne m et le méme
écart — types
P
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On définit alors la variable aléatoire « moyenrdggfinie par X ;()i + X2 + ..+ X)/n

Théoréeme de la limite centrée

. ]
Sin> 30 lavariable aléatoire X suit approxivatnent la loi normale N (m, —)
n
Lorsqu’on utilise ce théoréme on dit qu’'on se sidaas le cadre de la théorie des grands échastillon

X -m
Ce qui veut dire que la variable aléatoire ——stit approximativement la loi normale N( 0,1)
o/n

I ESTIMATIONS




1°) Estimations ponctuelles

a) D’'une fréguence
On a une population dont on veut étudier un carac{d?ar exemple savoir dans une usine qui
fabrique une piéce pour un jouet la fréequencepiees non-conformes)

Lorsque I'on ne connait pas la fréequence p de taxe pour la population toute entiere,

on préleve au hasard un échantillon de cette ptipnjan détermine la fréquence f du caractére
pour cet échantillon et on considere que la frégedrouvée peut — étre affectée a la populatiotetou
entiere .

( Par exemple si sur 100 piéces prélevees auchageen a4, f=0,04)

Cette fréquence f constitue une estimation ponctuelp de la frequence du caractére et on g :
p=f

Exercice extrait d’'un sujet de BTS

On considere un échantillon de 100 chaudiéeres préfées au hasard dans un stock. Ce stock est
assez important pour qu’on puisse assimiler ce tige a un tirage avec remise.
On constate que 94 chaudieres sont sans aucun défau
1. Donner une estimation ponctuelle de la frequence @nnue p des chaudiéeres de ce stock
gui sont sans défaut.

b) D’'une moyenne et d’'un écart-type.

Si I'échantillon choisi a une moyenn_eet un écart — type
on considére que la moyenne m de la populatiomesk B
et que I'écart — type est donnée par la formule 6 = v (n/n-1) x 5.

2°) Estimations par intervalle de confiance

a) D’'une moyenne lorsque I'on connait I'écart- type

Soit un réel a >0.

On considere une population dont le caractere €westi

UNE VARIABLE ALEATOIRE X QUI SUIT LA LOI NORMALE N(m, o)
avec m INCONNUE ETo CONNUE.

Soit x la moyenne d’un échantillon de taille n extraitcg¢te population alors
lintervalle [x:ac/\/n P X +_ac/\/n] est appelé intervalle de confiance de m auauwva au seulil
de confiance deH(a)—1 ce quiveutdirequeilydl2a)— 1 de « certitude » que

la moyenne se situe dans cet intervalle.

Généralement on décide d’un seuil de confiancawvaltice, le plus souvent 0,95 ou 0,99 et on cherche
le réel a positif tel que A(a ) — 1 soit égal a ce coefficient de confiance.



Remarques: les valeurs usuelles du niveau de confiance 3®atou 0,99.
On dit aussi au risque de 5% ou de 1%.
Si c’est 0,95 alors la table nous donne~al,96.
Si c’est 0,99 alors la table nous donrre575.
b) D’une frégquence
Soit une population dont le caractere étudié afirience inconnue p.

Soit un réel a>0. On préléve un échantillon déetail
On se place dans le cas ou I'on peut considérelagquariable aléatoire suit la loi normale

N(p,Vp(L-p)/n).

Si f est la fréquence d’un échantillon de taille extrait de la population alors

Lintervalle [f—a~f(1—f) /n-1;f+alff(1 —f)/n-1] est appelé intervalle de confiare

de p au niveau de confiance deH(a) — 1.

Mémes remargues que pour la moyenne.

Exercice extrait d’'un sujet de BTS

On considere un échantillon de 100 chaudiéeres préées au hasard dans un stock. Ce stock est

assez important pour qu’on puisse assimiler ce tige a un tirage avec remise.
On constate que 94 chaudieres sont sans aucun défau

1.Donner une estimation ponctuelle de la fréquengeconnue p des chaudieres de ce stock

gui sont sans défaut.

2. Soit F la variable aléatoire qui a tout échantibn de 100 chaudieres prélevées au hasard et
avec remise dans ce stock , associe la fréequence deaudiéeres de cet échantillon qui sont

sans aucun défaut.
On suppose que F suit la loi normale de moyenne p@écart — type\ p(1 — p ) /100

Ou p est la fréquence inconnue des chaudiéres dwsek qui sont sans aucun défaut.

Déterminer un intervalle de confiance de la fréquece p avec le coefficient de confiance de

95%. Arrondir les bornes a 10°.

f=0,94,n=100et A(a)—-1=0,95 donca=1,96. Alors|=1[0;8999].



[I) TEST DE VALIDITE D’HYPOTHESE

A notre époque on assiste a I'influence de pluples grande des statistiques sur les
prises de décisions( on a ou on n’a pas le droit)den particulier dans le domaine économique.

Afin de prendre des décisions concernant toutegpopelation on étudie un ou plusieurs
échantillons de la population en émettant des ngsats qui peuvent confirmées ou rejetées
grace a un test et qui induiront les mesures adpegpour I'ensemble de la population.

Il s’agit d’un test de validité d’hypothese.

1)Test relatif a une moyenne. Etude d’'un exemple.

Une fois déterminée la variable aléatoire X de €léni dont la moyenne est m et qui

suit la loi N( m, o), _

on considére la variable aléatoire moyenne X agésatides échantillons de taille n qui suit alors
approximativement la loi N( ng; /Vn).

Exemple: Une machine produit des rondelles dont I'épaisgst une variable aléatoire X
D’écart — type 0,3 mm. La machine a été réglée pbtenir des épaisseurs de 5 mm.

Un contrdle portant sur un échantillon de 100 rdledea donné 5, 07 mm comme moyenne des
épaisseurs de ces 100 rondelles.

Peut — on affirmer que la machine est bien réglée ?

Soit m la moyenne des épaisseurs de toutes lesltemngroduites par la machine ainsi réglée
c’est — a — dire la moyenne de X.

X suit donc la loi N(m, 0,3100) cad N( m, 0,03) (n =100 ici).

On en déduita_construction d’un test de validité d’hypothése qui nécessise3l@&tapes suivantes :

Etape 1: On choisit I'nypothése nullegH généralement on décide qug:ith = my
Ou my est la moyenne que 'on devrait obtenir.
C’est donc I'hypothése que lan tester.
X suit alors la loi N(¢n o /An)
Exemple: dans notre exemplegHim =5 . Donc si bl est vraie X suit la loi N(5; 0,03).

I’hypothese H est I'hypothése alternative celle que I'on acceptians le cas ou I'hypothése nulle
serait rejetée.

Exemple: Dans notre exemple;Hm #5.
Etape 2 L’hypothese nulle étant considérée comme vraidéermine la région critique a un

seuila donné en admettant que la variable aléatoire Maloi normale N (m ).
Attention si le seuil de risque estdgel —a est le niveau de confiance.



Trois possibilités se présentent : on cherche guel

Bilatéral : P(m — kK X <m + h) = 1 -a d'ou la zone critique qui est située a I'extéridarcet intervalle.

Zone Zone
critique critique

m-h m m+h

Unilatéral : P(X_S m+ h)=1-o douzone critique

Zone
critique

m m+h

ou P()__( m - h) = 1 v d’ol zone critique

Zone
critique

m-h m m+h

On cherche donc htel que P(5<K <5+ h) =0,95.

-h X-5 h
Ce qui donne P(—= < ) = 0,95 soit 21 ( h/0,03) - 1 =0,95
0,03 0,03 0,03
d’ou h/0 ,03= 1,96 et h= 0,0588.
L’intervalle de confiance est [4,941 ; 5,058], iyp% de risque de ne pas avoir m dans cet interval

La zone critique est la zone située a I'extériaucet intervalle.

Zone Zone
critique ////////,/”' critique
41 941 5 5J058



Etape 3 On énonce la regle de décision a savoir qua siuudes parameétres sont dans la zone critique
on rejette H.

Exemple: On décide que si m dans [4,941 ; 5,058] on aecEptsinon on rejette KHENsuite on peut
passer a la phaskutilisation du test.

phase 1: On calcule le paramétre du ( ou des échantiljons

Exemple: Dans notre exemple il est donné et vaut 5,6V m

phase 2: On applique la régle de décision.

Exemple: On décide donc que la machine n’est pas biegeégfl de rejeter I'hypothese nulle.
En effet ici la moyenne de I'’échantillon est damgdne critique puisque elle est de 5,07 mm.

Et on a un risque de 5% de se tromper, en eféet deut que I'échantillon choisi ne soit
Pas « un bon » échantillon cad qui n’est pas reptasf de la réalite.

2)Test relatif a une fréquence. Etude d’'un exemple.

Exemple:
Dans un jeu de hasard qui consiste a choisir déssgaarmi 32, le tirage de certaines cartes

permet un gain plus ou moins important. On veuifieéisi un joueur triche ou pas car sur 800
essais il a tiré 134 fois un as qui est la cartadlgane le plus d’avantages et ceci au seuil dpiegle
1% ( donc au niveau de confiance de 99%).

Soit Z la variable aléatoire qui a chaque échamtile 800 essais, associe la fréquence d’apparition
d’'un as. On considere que la taille des échansillst suffisamment grande et que

F suit la loi N( pN(p(1-p)/800). F est la variable aléatoire de déaisi

Etape 1 : choix des hypothéses

La probabilité d’apparition d’un as est 4/32, dente joueur n’est pas un tricheur p= 0,125.
Ho: p =0,125 ( le joueur n'est pas un tricheur )

Sip <0, 125 le joueur n'est pas un tricheur nlus plonc I'hypothese alternative st

p> 0,125. ( le joueur est un tricheur).

Etape 2 : Détermination de la zone critique

Dans le cas ol st vraie F suit la loi N( 0,125/(0,1250,875/800)) soit N( 0,125 ; 0,0117).
On cherche h tel que P(>F0,125 + h ) = 0,01 donne<h0,027.

Donc la zone critique est ] 0,152 pet.

Etape 3 : Régle de décision

Si p < 0,152 on acceptg dinon on rejette k.

UTILISATION DU TEST : L’échantillon observé a une fréquence égale 48® soit 0,1675.
Or 0,1675> 0,152 doncHh’est pas validée et le joueur est un tricheur.




3) Test de comparaison de deux moyennes
Il s’agit de déterminer s'’il y a uns différencersigcative entre les caractéristiques de deux
populations.

Si on a deux variables aléatoires indépendani_ﬁ X, d’échantillons de deux populations qui
suivent respectivement les lois normales N( B1) et N(m ; o2) .
Alors la variable aléatoire

D= >_(1 - X; suit la loi normaleN( my — mp ; V (612 + 657 )



