INTEGRATION

DPRIMITIVES

1°) Etude d'un exemple simple

On sait trés facilement calculer la dérivée lalefonction f (x)=2x; c’estf’(x)=2.

On veut savoir maintenant ce que I'on vaenlot si on fait le chemin « a I'envers ».Eneéffe voudrais trouver une
fonction F dont la dérivée est f c'est-a-djtee je cherche F telle que K= 2x.

Ici il est facile de voir que fanction F(x)=x*est une solution & notre probléme.

On dit que F est umeimitive de f. On peut symboliser la démarche a I'aideschéma ci-dessous :

2
X
Je cherche une primitive
(Je remonte a la source)
X
Je dérive
(je « descend »)
2

Exercice
Etant donnée une fonction f déterminer unmigive de f c’est- a - dire une fonction F &lque F'(x) =f(x) :
a) f(x)=2 b)gk)=3x> c)hx)= 4x>.

2°) Définition

Soit f une fonction définie et dérivable sur |. Unaction F définie sur | est une primitive de f $lbrsque F est dérivable sur |

et que
F=f
Exemples :
o f(¥)=1 une primitive de f est alo()E x . Veérificatio F'(x)= 1
o f(X)=x une primitive de f est alors)E(%2x* . Vérification : K)= 2( ¥2x) = x
1 1

o f(¥=00 pourxdans | =]0 ; +eo[ une primitive de f sur | est alors{f Inx . Vérification F',) = 0 0O

X X

3°) Ensemble des primitives d’une fonction

Observation: si G§) = C ou C est une constante réelle ,quelle edégaée gx) ?

Donc toute constantdleéC est UNE PRIMITIVE de la foranti nulle.

On en déduit le théoréme amii :




Théoréme 1

Soit f une fonction définie et dérivable sur | atrie primitive de f sur I. Les primitives de f sur Irdalors toutes les fonctio
définies sur I parx — F(X) + C ou C est une constante réelle .

Exemples: a)Donner les primitives de la fonctiom)f 3x° ; ce sont les fonctiong — x>+ C ol COR ..

b) Donner I'ensemble des pringgivde la fonction §)= 4 ; c’est 'ensemble des fonctions— x* + C ot CO R

Théoréme 2

Soit f une fonction définie et dérivable sur |.
Parmi les primitives de f définies sur | il existe une et une seuleelle que Fo) = Yo .
En particulier la fonctiox — F(x) — F (a) est la seule primitive de f qui s’alenen a.

Exemple: Déterminer la primitive & de la fonction f définie sur R paxfe 3 telle que (1) =0.

On sait que fs’écrit iy (x) =X + C . On va donc déterminer C pour qyé E) = 0

On remplace donk par 1 et on obtient K1) =(1§+C=0 soit 1+C =0.CequidonneC=-1

La primitive cherchée est dong Fx) =x° - 1.

Remarqgue: On fera donc bien la différence entre

une primitive de f (on dongénéralement la fonction la plus simple qui répana question )

Les primitives de f c'ést la fonction trouvée ci-dessus + C oI R )
La primitive de f vérifiant une condition ( On cheecla constante réelle C pour laquelle la condiéisnvérifiée)

Les primitives Une primitive La primitive qui vaut 1 en 2 J/
X+ C,COR X X -3
b2
La fonction

Exercice

Soit f la fonction définie sur R par%() =x* , déterminer :
a) Une primitive de f sur R .

b) Les primitives de f sur R.

¢) La primitive de f quivaut0 en -1 .

a) F(x)=1/3x
b) Les primitives sont les fonctions— 1/33+C, C ds R
c) La primitive cherchée est la fonctian— 1/3¢ — 1/3



4°) Savoir montrer gu’une fonction donnée F est unerimitive sur | d’une fonction f

Soit f une fonction définie et dérivable sur | .
Pour démontrer qu’une fonction F donnée est unaifive de f il suffit de vérifier que FX) = f (x) pour toutx de I.

Exemple: Soit f (x) =x% + 3¢ - 2.Montrer que la fonction F définie par k&) = ¥4x* + x> - 2x + 3 est une primitive de f sur
RF(x)=4(¥a®)+3-2 =f(x) donc F est une primitive de f sur R.

Exercice : Montrer que la fonction donnée F est une priraitie f sur |
1 1
c) f(x)=0O00OOO Fx)=-0O0O0OO I=[3;100]
X-2Y X -2

Il suffit de dériver F )
5°) Primitives des fonctions usuelles par lecturenverse du tableau des dérivées

a) Tableau
f Df F DF
0 R C R
a x+C
X Yax’ + C
X3
X O
3
xn+1
X' OO0 + CnON*
n+1
1 1
O R* -0 R*
X X
1 1
O R* -00 R*
X2 2%
1 1 1 emtier naturel
O R* -0 x0o0o0gd n22 R*
X" n-1  x"'
1
O R' Vx R”
2Vx
1
O 10 ;+ oof In x 10 ;+ o]
X
e R & R
COX SirnX
-SinX COX
1+ tarf x ]-n/2 2] tanx
cos( & + b) Sin(a+b)/a
sin( & + b) -cos(atb)/a
x* adansR—{-1} 10; %0 X Yo+1 ]0;+o0]
1 111 Arcsinx [-1;1]
V14
-1 “ Arccosx “
V14
1 R Arctarx R
1¢




b) Opérations

En s’appuyant sur les résultats concernant lesatipés sur les fonctions dérivables, on établit que

Si F est une primitive de f sur un intervalle [Geest une primitive de g sur un intervalle | alors

* F+ G estune primitive de f + g

» aF est une primitive de af ou a est une emstréelle.

Exemples : 1

a) Une primitive de fx)=x3+ 0 surl=[1;10]est B() = ¥ax'— 1k
XZ

5

b) Une primitive def&)=5 surRest B)=5(¥%x)=00 x*.

c)Conséquences des formules de dérivation

4

Fonction Primitive EXEMPLES : Dans chaque cas calculer les primitivekde
fonction donnée sur |.
Soitf lafonction déinie sur R paf (x) = 6¢ (2¢ + 1)
u.u v P F(x)=%(28+1}+C,CdansR
untt Soitf lafonction déinie sur R paf( x) = (2x + 1)(¢ +x )*
uU.uU", nON o000 1
n+1 F(x)=—(x¥+x)*+C, Cdans R
3
2
v’ 1 Soitf lafonction déinie sur R paf(x)=00000
0 - 00 €+ 1Y
g U 1
(U#0surl) (U#0surl) F(x)=-——C,CdansR
X+ 1
2+ 3
v 1 1 Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)=0000000
g -00 x000O 6 + 3x + 3y
U n-1 0O 1
F(x)=-———+C,CdansR
(UzO0surl) (UzO0surl) 2@(2+3x+3)2
n entier ebr2 n entier et & 2
B
U’ Soitf lafonction déinie sur R parf(x)=00000
alu VO + 1)
Ju F(x)=2(x®+ 1)+ C,Cdans R
(U>0surl)
v 2+1
In|U| Soitf lafonction déinie sur R parf(x)=00000
U X +x+ 1
(U#0surl) F(x)=In(x*+x+ 1)+ C,Cdans R caf +x+ 1>0 sur R
Soitf lafonction déinie sur R paf( x) = 2xe***
U é ¢
F (X)= eX2+1

Exemple: Soit f la fonction définie sur R parX() =x (X* + 1) . Donner la primitive de f qui s’annule en 1.

Méthode: d’abord on essaie d'identifier la formule quenl'va utiliser , ici U'U .
Cependant si ¥ =x* + 1 alors U’'(x ) = 2 et nonx . On va done faire apparaitre » U’'(x ) .

f(x)=%2[ 2x(¥*+1)] dou Fx)=%[+(X*+1¥]+C=%(¢+1Y+C ouCdans R. Comme F(1)=0ona

C=-1letFk)=%(¢+1Y-1.




6°) Primitives d’une fonction rationnelle a pdles éels simples

X2 1
Soit f la fonction définie sur R\{-1; 2} pari) = ———
X+1)(x=-2)
Ici -1 et 2 sont des pbles simples d& J(.
X2 1
Soit g la fonction définie sur R\{-1; 2} pan(g ) = ———
X+ 1P(x=2)
Ici 2 est un pble simple de g() ; mais -1 n’est pas un pble simple.( - 1 estnaméne double du dénominateur !)
Définition
NX )
Soit f une fonction rationnelle simplifiéexj(= ——
DX)
On dit que a est un péle simple de f si a est aome simple de son dénomonateur.

Théoréme dans le cad ou d°Nd°D

NX)
DX)

Alors il existe un unique couple de polyndmes (Q,R) tels quoair D non nul

Soit f une fonction rationnelle simplifiéexj(= avecd°N>d°D

N(x) R()
=Q(x) + — avec d° Q =d°N —d° D et d°R<d°D
D(x ) DX)

Exemple: Transformons la fraction ((x) X -2
X)= ——
X+ X —2

Q(x) = a&+b

N(x)= x*-2 Etd°Q=d°N—-d°D=1etd°R=1

Etd°N =3 \ 3 $ $

D(x)= xX*+x+1
Etd°D =2

aC+(a+bp+(-2a+b+ cx+d-2b
Donc f(x )=

X+ X—2

Par identification a=1 a=1
a+b=20 soit b=-1

-2a+bc=0 c=3
d-2b2 d=-4




2
Exercice : méme &ercice avec X+ 3X-1

f(x) =
X+1
Décomposition en éléments simples
Théoreme
x e d
Soit f une fonction rationnelle simplifiée avecx ) = ou a et b sont des péles réels simples.
xC-a)k-b)

Alors il existe un unique couple de réels (m, p) tels que

m p

f(x)=
X—a X—b

NO NK)

= avec d°N<d°D.
DX) x-a)x—a&)...(x—a&)

Remargue : le théoréme reste vrai si k() =

Exemple:On décompose la fractiomg) en éléments simples

R8-4 8-4 m p (m+p)Xx—(p+2m)
G(X ): = = + =
X¥+x—-2 k-1)k-2) x-1 X—2 X+ x—2
Par identification on obtient m+p=3 m =1
2m+p=4 p=2
xX—-4 1 2
= +
X+ x—2 x—1 X—2
X+ 1
Exercice :  méme xercice avec f(x)=

X —2C—X +2




Conséquences : primitives d’'une fonction rationned

X +4
Exercice : Déterminer une primitive de la fonctigifidie sur [6 ;8] par f(x)= 5
X =7x+10
X -3¢+ 2X%-3
Exercice: Déterminer une primitive de la fonction défisier R  par f(x) = =
+1




D INTEGRALES
IMPORTANT : I' UNITE D'AIRE
Soit (O ;i;j) repére orthogonal du plan . Ol = etOJ = ;

L’aire du rectangle OIKJ est 1 unité
d’'aire , on adonc:

1 u.a. = Ok OJ = [iKllill

O I

Exemples :
« Si|lill=Ilill=1 cm alors l'unité d'aire escnf

« Si|lill=1ljll=2cmalors l'unité d'aird dsnt
e Si||li]|=2 et ||j||=1cmalors l'unitéideest 2 crh

Remarque : une fonction CONTINUE est une fonction dont la coubbe « n'a pas de trou »
La fonction représentée ci — dessous est contimug3; 6]

5
44
3
24

l--
fa 1 Il 1 /

} { T T { T 1
. -2 1 19 1 2 3 M 6
24

-3 4

Les fonctions polyndme , rationnelle, irrationnetiigonométrique, In )@, et la fonction valeur absolue sont continues sur
chaque intervalle qui compose leur ensemble daitéfi.

Contre — exemples :

1)La fonction g est définie sur ]-1 ;5] mais n'essgantinue en 2.  2) La fonction h n’est pas continue en 3 car
elle n’est pas définie en 3.

6 -
5__

- 1 2 3

.
w
:
N
3
kS
[
=
'_\
I\) ——
m ——
_h -
[ .
m ——
\‘ ——
m ——
@ -t




A) Intégration.

1°) Définition

Soit f une fonction

CONTINUE ET POSITIVE

sur un intervalle [a ; b]

et C sa courbe représentative dans le repere (), i
Soit (E) le domaine du plan délimité par

'axe (OX),
la courbe C et
les droites d’équations=a etx="b

(On peut écrire aussi que M(y) dans (E) ssi

b
asx<b et xy<f(x))
L'aire A de la partie (E) , est notée X) 6

a

Remargues: 1) On lit « intégrale de a a b de fxdex »,

2) On dit que la variabl¢ msiette : ) dx = f(u)du = f(t) dt
3) a
ffdx= 0
a
m
b /
4)Pourm>cj\ mdm(b-a)
a o] a b
(aire du rectangle grisé)
5) 4
xdx =
1 *
*
b
O 1 2 3 4 5




2°) Valeur moyvenne d’une fonction

Soit f une fonction continue et positive sur urematlle [ a ; b] ave@a < b .On appelle
valeur moyenne de f sur [a, b] le nombre réel

1 a
f(x) dx

b-a
b

B) Intégrale et primitive

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle batin élément quelconque de |.

X
Lafonctiong (x) =1 f(t)dt est l'unique prinvie de f sur | qui s'annule en a.
a
X
1
Exemple: Inx= — dt
t
1

Intégrale et primitive
Soit f une fonction continue sur un intervalle buPtous réelsaetbdel,ona:

b b
fx)k = F(b)=F(a) =LFCI]

a

ou F est une primitive quelconque de f sur I.

Exemples :
~ 2
2
1) €+x+1) k= [X3+ xX¥2+x] = (8/3+4/2+2)-(1/3+%+1)=B#3/2+1=29/6
1
~ 1
1
™ 1
2) dx= [-€° ] =-e'-(-€)=1-1/e
0
_J o
™ e
bl e
3) 00 &= [(Im%2] = %
_J X 1

10




C) Intégrale d’'une fonction de signe guelconqudnterprétation en terme d’aire
Cas d’une fonction négative

Soit f une fonction continue eggativesur un intervalle [a, b] .
Si A est I'aire du domaine (E) du plan délimité pake (), la a q X b
courbe C et les droites d’équations a etx = b c’est — a — dire
'ensemble des points Mx(; y) tels que &x<b et f(x)<y<O0
est

A: | )X 4 ya

Cas d’'une fonction changeant de signe

Soit f une fonctiorcontinue gui change de signesur un intervalle
[a, b] et C sareprésentation graphique.

Si A; est l'aire de la partie du plan délimitée pard'dOx), la partie
de la courbe C située au — dessus de I(&X) et les droites
d’équationsx = a etx = b c’est — a — dire

| 'ensemble des points Mx(; y) telsque &x<b et @y<f(x)
et si A est l'aire de la partie du plan délimitée pard'dOx), la
partie de la courbe C située en — dessous ge (@) et les droites
d’équationsx = a etx = b c’'est — a — dire

[ 'ensemble des points Mx(; y) telsque &x<b et f(x)<y<O0
On pose alors g a b

b

f(x)dx = A1—A u.a

a

Remargue : On peut alors étendre la notion de valeur moy@nmee fonction f seulement continue et de signécquque.

Exemples de calculs d’'aires
Exemplel :

1
Soitf(x)= 000 et sacourbe représentative dans le
x+1
repére ci-contre .Unités : 1 cm en abscisses ; 8rcordonnées
1°) Hachurer la partie E des points ¥{y) tels que
Osx<2
0< y<f(x)
2°) Calculer la valeun@cte de l'aire de A en U.a.
3°) En déduire I'aire de A en ém

11



Exemple 2:
x ' t t t t t t t y
Soitf(x)=-0000 et sacourbe représentative dans le 1 2 3 4
X+ 1
repeére ci-contre .Unités : 2 cm en abscisses ; 2rcordonnées
1°) Hachurer la partie E des points ¥{y) tels que
Ik x<3 fx)sy<o0
2°) Calculer la valeun@cte de l'aire de A en U.a.
3°) En déduire I'aire de A en ém

Aire de la partie du plan délimitée par dewx courbes représentatives

Soit f et g dexfonctions continues sur un intervalle [a , b]llete
que pour touk de [a, b], fx) < g (x).

L’aire A de la partie du plan , ensemble des pdihtsx ; y) tels
que ax<b et f(x)<y<g(x) est

b
A= [g()-f(x)] dx u.a.
a
Exemple ; 2
Soitf(x)=-0000 et sacourbe représentative dans le
X

repére ci-contre .
Et soit g (x) =x* et sa courbe représentativg @ans le méme repére. Unités :
0.5 cm en abscisses ; 4 cm en ordonnées
1°) Hachurer la partie E des points ¥{y) tels que
Yas x <1

f(x)sy<g(x)
2°) Calculer la valeun@cte de I'aire de A en U.a.
3°) En déduire I'aire de A en ém

3°) Propriétés de l'intégrales

a) Relation de Chasles

bhbudbdh bbb rornws o
o
al
[
[$)]
N

Soit f une fonction continue sur un intervalle beb, ¢ des éléments de I.
b C c
fX)dx + fk)dx = f(x) dx
a b a
c

Exemple : 1

Xdx = X2 =1

Xdx =

P S

12



b)Linéarité

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle beet b dexiéléments de |.

b b b
J\ fX) dx +J\9€<)d>< =l [fx)+g((x)]dx
a a

a
Pour tout nombre réal,

b
J\)\f(x)dx—
a

f(x) dx

Exemples:
XX ! 1 1 11
€+x+1) k= I:D+D+X:I=D+D+l= g
3 2 0 3 2 6

1
! 1 o3
= 0 (<+1)d<:|: l/2x2+x:| =0
0 3 o 2

0
3 11
On a bienO +D = 0.
3 2 6
2) 3 3
X25 3 3
%6 dx = o0 = 45/2- 5/2=40/12=20 et |xdx= we | =4
2 -, -1
-1 -1
/2
Exercices : Calculer 1°) cost + sidt =
1
x + 1 0
2°) —dx=
R2-Xx-1
0

13




c)Antisymétrie

a b
K) dx=- | f(x)dx
b a

4°) Comparaison d’intégrales

Positivité
Soit f une fonction dérivable et positigar un b
intervalle |

fX)dx =0
et aetb deuéléments del. Sisibalors

Signe d’'une intégrale
Soit f une fonction continue sur un intervalle |

et a et b deuéléments de I.

Sia < b Sia b
b b
Sif> Osurl
fk)dx >0 f(x)dx <O
a a
b b
Sif< Osurl
f&k)dx <O f(x)dx >0
a a

Intégration d’une inéqgalité

Soit f et g den fonctions dérivables sur un intervalle | et & elewx éléments de |.

b b
Sia<b et si pour tout réelde [a; blf (x)< g(x) alors
f(x) dx < g(x) dx
a a

Exemple :
Grace a ce théoréme on peut encadrer la valeue diégrale que I'on ne sait pas calculer.

1
On sait que la fonctionf{ = 00 0 estpourtoukde[0;1]telleque 3 x+1<sf(x)s -:1x+1
2
X +1

1 1 1
On en déduit alors d’apres le théoréme qf (-¥x+ 1) &k {\f (x)dx < J\ (-%¢+ 1)k
0 0 0
1 1

1 1
1 3 5
Soit [-W‘+xi| < | f(x)dx < |:-D x2+x:| soit finalementd < | f(x)dx < O
0 0

4 6
0 0

14



Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I
b

S'il existe des réels m et M tels que <fX)< M pour toutx de | alors m(b-a | fx) dx<M(b-a)

a

Majoration de la valeur absolue d’une intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle Ja= b ]

b
S'il existe un réel M tel que | ) |< M alors ‘ J\ fk)odx | < M b-a|
a

5°) INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervallebjadont la dérivée ' est continue sur [a,b]. Silste deu réels tels que pou
toutx de [a,b] nEf'(x)<M alors m(b-ajf(b)-f(a)xM(b-a)

En particulier, si |[f'k)|<Malors |f(b)-f(a){Mb—-a]

=

6° ) Intégrations par parties
Théoréme

Soit u et v dexfonctions dérivables sur un intervalle I, telleeeq)’ et v’ sont continues sur I. Pour tous réedslade I, on a:

b b
b
w(x)v(x)dx= [u(x)v(x)] - u(x) v(x)dx
a
a a
e e
e e
Exemple : xInxdx =[x3nx2] - | x2dk= &2 -[x/4] =€/4-1/4
1 1
1 1

Attention de bien choisir u et v car sinon on peaggraver » les choses et ne rien pouvoir calculer
Ainsiici u'( x) =x etv(x) =Inx car il est difficile de trouver une primitive dix !

u (x)=x donc ug) =x%/2
v(x) = Inx donc v¥) = 1k

15




7°) Changement de variable

Exemple 1: U(x)=x+ m

Soit f une fonction définie et continue sur uniagdle I=[a ;b + m], ou a, b, m dans R aveb alors

b b+m
J\f(x+m)d<: J\f(x) ox
a a+m

7 10
On doit calculer 10
JE (x+3Ydx = Xdx= [x¥3] =784/3
6
3 6

On pose Ux+ 3 d'ou lesbornes sont 10 et 6;commeU -3 et d=dU

1 &
Exercice: Calculer —— {Onpourraremarquer qué + &+ 5=+ 2F+ 1
X + &+ 5

Exemple 2 : U(x) = kx avec k NON NUL

Soit f une fonction définie et continue ka et kdal,a, b, k dans R avec k non nul , alors

b kb
f(k)dxk= — f(x) dx
a ka
1 1 2
On doit calculer 2
JE 4X%dx = | (2)%dx= | ¥ dx= [x/6] =4/3
0
0 0 0
Exercice : calculer 1
o
1 + 16t

16



Théoréme ( Généralisation )

Soit U une fonction définie et dérivable sur ureimtlle | = [a ;b] dont la dérivée est CONTINUE $ur

Pour toute fonction f définie et continue sur Entalle U( 1), on a la formule , dit du « changerinde variable » :

U(b)

b b
f(x)dx:J\f(U)dU:J\f[W(x)]W’(x)dx
a a

U(a)

avec U=w)etdu=w(x)dx cad x=w?(x)

Exemple 3: U(x) =kx+m avec k NON NUL

1 1 3 3
On doit calculer
JE 4 + x+1ck =|(2x+1)%dx=| & %du=| x?/2dk =[x6]=

0 0 1 1
Onposeu=Wk)=2 +1 doux=%(u-1) et lesbornes sont 3 et 1
& =% du
Exemple 4 :
2
“e
K=l —dx (on pourra poser uy e
B+l
1
2 é ‘e
‘e u 1 1 & €+1
K=s| —dx = ——X——du= ——du=[In(u+1)] =In( ).
B+l u+1l u u+1l e e +1
1 e e
Onposeu=Wg)=¢€ doux=Inu et lesbornes sont e &t e
xd1l/u du

17




[l DEVELOPPEMENTS LIMITES

1°) Etude de 'exemple de la fonction exponentielle

On a déja vu qu'au voisinage de 0 | € =1 +x c'est—adire’®s= 1 +x +xe(x) avec limg(x) =0
Xx—0

Graphiguement , au voisinage de 0, la courbe émlztion exponentielle se « confond » avec la tangente au p&bscisse 0

D’équation y =x + 1.0n a donc pu approcher au voisinage de Oléuwvde & par un polyndme d’ordre 1.

On démontre a l'aide du calcul intégral qu’en téatin peut approcher la valeur deagl voisinage de 0 par un polynéme
d’ordre 2, mais aussi par un polynéme d'ordre 3 d'ane facon générale par un polynédme d’ordre petpdéveloppement

limité & l'ordre n :
Déveteement limité & I'ordre 2 de la fonction exponerielle :

e€=1+x +1x*+ x*¢(x) avec lifx) =0

Xx—0

Développement limité a I'ordre 3 de la fonction exonentielle

1
€=1+x +3xX+ — X +x%g(x) avec limg(x)=0
6 X—0
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2°) Définition

Leterme  Xx'g(x)

de degré inférieur ou égal a n et une fonctitels que :

f(X)=R(X)+Xe(x)=atax+tax’+..+ax"+x g(x)

Soit f une fonction définie sur un intervalle | ¢emant O et n un entier naturel non nul.

On dit que la fonction f admet un développemenitéird’'ordre n ( din) au voisinage de 0 s¥iste un polyndéme P

avec
Xx—0

Le polynbme R(x)=a+ax+ a X2+ ... +ax"estla PARTIE REGULIERE du dl
est le TERME COMPLEMENTAIRE du dI

lim(x)=0

TABLEAU DES DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Al'ordre n A l'ordre 2 Al'ordre 3
X X X" 1
€=1+—+ — +..+—u"g(x) F=1+x +3 X+ Xe(x) |[&=1+x +1x+ —x +x¢(x)
1! 2! n! 6
n!'=123.....(h-1)n
1 1 1

—— =1 x+X + ..+ (1N +x"g(x)
1+x

—=1-x+x +X&(x)
1+x

—=1x+xX -x+xe(x)
1+x

X X X' X X X
IN(1+x)=x- —+ — + ..+ (1) — +xX"g(X) IN(L+X)=x- —+Xe(X) |In(1+x) =x- —+—+xX (X
2 3 n 2 2 3

X3 X5 X2p+l X3
Sinx= x- — +— + ...+ (-1}—— +x**g(x) sinx= x + X &(X) sinx= x- — +xX’&(X)

31 51 op1) | 6

sinus est impaire

¥ X X2 X X
cosx= 1- — +— + ...+ (-B— +x*g(x) cosx= 1- — #Ceg(x) |cosx= 1- — +g(X)

21 41 2p) ! 2 2

Cosinus est paire
_ _ _ (1+x*=

(l+x“:1+ix+ o 1)X+...+a(a 1)(..)(@—n+1) NI (@ 4xp = 1 +ox+ afo—1)% +afo—1)(0 =23+ X3

11 21 n 2 6

1+ox+3:a(@—1)3+x2e(x)

Remargue: Si la fonction est paire la partie régulierecoenporte que des termes de degré pair
Si la fonction est impaire ke réguliere ne comporte que des termes de dagadr

3°) Opérations et dl

LA SOMME ET LE PRODUIT PAR UNE CONSTANTE REELLE

(f+9)(x)= R(x)+Q(x) + X e(X)

Si au voisinage de 0 %) =P, (x) +X"g1(X) etg (X ) =Q,(x) +X" g5 X)

alors

et kf) =k R(x) +x"eiX)
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1
Exemple: On veut le dI3 au voisinage de 0 de la fonchidix ) = 46 - ——

1 4

1
48 =4[1 +Xx + 1%+ —X + X e(X) ]

6 h(x)= 3 + 5+ +5¢3 +X’ &( X )

dong
1 oug(x) =g x) + &x(X)

—— =1 -x+X - X+ ey X) ' i
1+x
LE PRODUIT

Si au voisinage de 0 f{) =R, (x) +X"ey(X) etg(x )= Q (x) +x" e xX) alors

Fxg)(x)= Wy (x) + x"&3(X) ou W est un polynéme de degré inférieur ou égal a n
qui se déduit du produjt(® ) x Q, (x)

é 1
Exemple: On veut le dI3 au voisinage de 0 de la fonctifr ) = =X
1+x 1
1
€= 1+x +3xX+ —xX +xg(x)
6 t(x)=1+ ¥ — 1/3x% + x3%(x)
dong
1
—— =1 x+xX -+ gy (x)
1+x

i T

(1+x +3X+ X6 + X e (x)) (1 -x+X2 -X+Xey(x) )= 1 x+x -XC+x -X+xXC +1a - 13+ X6 +...
On ne s’occupe que des termes de degré inférieapal a 3.

LA COMPOSITION

Si au voisinage de 0 fX) = P, (x) +X"&(X) cest—a—dire iK)=a+ax+ax?+..+ax" +x &(X)

etg(x )=Q (x)+x"ey(X) avecg(0) = 0Oalors

(fog)(x)= Ry(x) +X'eyxX) cest—a—dire ou,Rx) s'obtient a partir ded g (x) ] cad

De a+a (Qn(x) +X (%) +a (Qn(x)+X e X)) %+ ...
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1
Exemple: On veut le dI2 au voisinage de 0 de la foncBofx) = ——
1+8&

€= 14x +3x% +x%e(x)
S(x)=1 +x+ 3/2x° +x%(x)
dong
1
—— =1 -x+xX +xXgyx)

1+x l

1-[1+x +3 +Xe(X)]HL+x +3 X +X%e(X)]> +¥e(x) =-K +3X )+ (L +x)>+ 2.5 (1 +x)+ ...

INTEGRATION D’UN DLn

Soit f une fonction définie sur un intervalle | ¢enmant O et F une primitive de f sur I.

Si au voisinage de 0 f§) = B, (x) +X"&)(x) cest—a—dire fk) =a+ax+ax?+..+ax"+x" g(X)

Alors le développement limité de F a I'ordre nst e

F(x)=F(0)+ ax+axt/2+ ... +ax"Y(n+1) + X" g(X)

1
Exemple: On veut le dI3 au voisinage de 0 de la fonctibr) = ——
1+3
1
——=1-%+ Xgy(x)  Orladmet la fonction Arctangente commienitive donc le di4 de la
1+

Fonction Arc tangente au voisinage de 0 est:

Arctanx = Arctan 0 +x -x°/3 +x*g(x) soit Arctarx =x -x°/3 +x*g(x) aveclimeg(x) =0
x—0
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