DERIVATION
1) Dérivée d’une fonction

f désigne unéonction déinie et dérivable sur un intervalle | .
1°) Formulaires desfonctions usuelles
Ce tableau doit étre connu faitementy

f Df f Df’
a R 0
ax+b a
X 2x
X 3
X" NON* ™t
1 1
O R* -0 R*
X X2
1 2
O R* -0 R*
X2 X
1 3
O R* -0 R*
X X
1 n
O nON* R* -0 R*
Xn Xn+1
1
VX R*=[0; 4o 0 RY=10; +oof
2VX
CoOX R -SinX R
Sinx R COX R
R\ (2k+1)m/2 :k ds Z}
tanx RY (2k+1)m/2 :k ds Z} 1 + tafx
-1 I-1:1]
Arccosx [-1:1] -
V(1 -x%)
1 I-1:1]
Arcsinx [-1:1] -
V(1 -x%)
1 R
Arctanx R
X+ 1
" 1 R*
Inx R —
X
e R e R
X* olia>0 R™ ax*t R
Fonctions puissances
a avec a>0 R (Ina)& R

Fonctions exponentielles de base a




Remarque : si p0JZ* (avec sixR* si p-1) alors nous avons farmule générale résumant fesmules 1 et 2 ¢ )'= px**

1 4
pan@mple pour touk de R* 0 =x* d'ou x*)'= -4 x*'=- 4> =0
4 5
X X
Exemples :
1 3
f (X)=x* alorsf'(x)=4x* ; pour toutx de R* sif(x)= 0 alorsf '(x)= - O
3 4
X X

2°) Opérations sur lefonctions dérivables :rappel desormules usuelles complément sur la dérivatian
Dans ce paragraphe lsctions u et v sont dedionctions dérivables sur un intervalle 1.
v

OPERATIONS EXEMPLES : Dans chaque cas calculer la dérivée &mnletion

donnée sur I.

Somme 1

Soitf lafonction déinie sur [1 ;18] paf(x) =x*+ OO

X

U+Vv)y=uU+V 1
f'(0=3¢ - g
X2

Produit par un réel

Soitf lafonction dédinie sur R paf( x ) = 5x°

(aUy=aU’ f'(x)=30 xX°
Produit Soitf lafonction dédinie sur R paf(x) = (¢ +x) (2C+1)
(UV)=UV + UV’ f'(x)=22 x°+ 18x° + 1
Carré Soitf lafonction déinie sur R paf(x) = (x* +x°- 5 ¥
(U =2u.U fr(x)=2.(4xX + 3 )X +x-5)=2xX (4’ + 3)K' +x° - 5)

Puissance entiére

Soitf lafonction déinie sur R paf(x) = (¢ + 3+ 4 )

(UYy=nu.umt f'()=3.(X+3) 6+ 3x+4 ¥
Ou r1, n entier naturel
Inverse (U# 0 sur 1) 1
Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)=00000
1 U’ X+ 1
@ )y=-0o 2
U 2y f'(x)= -00000
€+ 1f
1
1 v Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)= 00000
(=) =-r— o€ +x+ 1
U Ut 3.¢+1)
f'(x)= -00000
ou Uz 0 sur | et n entier naturel +x+ 1)f
Quotient(Mz O sur 1) 8+1
Soitf lafonction déinie sur Rpaf(x)=00000
U UV -—uv X+ 2
(0)y= 0ODODOOOO
\Y; &Y} £-X+6
f (x=00000——
£+ 27




Racine carrée(kD sur I)

U
\|U =000—

Soitf lafonction déinie sur [3 ; 10] paf(x)= \|X* - x - 2

»-1
Sd U f(x=00000—
(X -x—2)
Soit U une fonction dérivable sur | avec U>0| Soitf |lafonction déinie sur R paf( x) = |n()(2 +2)
sur |
U x
(InUy= — f'(x=00000——
U X+ 2
Soitf lafonction dédinie sur R paf(x) = exp(¢ + 2)
(eU)xz Uer
f'(x)=22xexp(é+ 2)

I)Interprétation graphigue du nombre dérivé : tangente a une courbe .

1°) Equation de droite et cofficient directeur d’'une droite

a) Droite sécante a I'ae des ordonnées
Exemple: Soit D la droite d’équationy > X + @

2 est le codficient directeur de la droite D.

(On dit aussi la pente de la droite D)
On peut le lire graphiquement .

3 est I'ordonnée du point d'intersection de D avard

(Oy).

Attention a l'unité

Cas général : Une droite sécante ad’des ordonnées a une équation derlmey =M X + P ou

m est le cofficient directeur de la droite et ou

p est 'ordonnée a du point d’intersection dé avec I'axe (Oy).




Remarque :
Lorsque m est POSIFI la droite « monte vers lesy | Lorsque m est NEGAH la droite « descend vers les y

positifs » négatfs »

O = DN
' '
T T

NI
ey
N_
N
s
_b -
o 4
o 1
ol

3
Sim est NUL la droite est PARALLELE A L'RE _i
DES ABSCISSES ou HORIZONTALE.

b) Droite paralléle a I'axe des ordonnées

Une droite paralléle a @ des ordonnées ( ou verticale) a une équatioafdenthex = c .

Exemples : XxX=-2

Remargue: ATTENTION elle n'a pas de cffecient directeur !

2°) Tangente a une courbe et nombre dérivé

Soitf unefonction dérivable sur un intervalle | et a un éétde |.C est la courbe féldans un repere (O ; 1, ) .
Sif’ est lafonction dérivée désur | alors
le nombre dérivé deen a est '(a) et

Le codficient directeur de la tangente a C

u point d'abscisse a est

f'(a)




f( a)

Conséguence

Une équation de la tangente a C en au point Asdiabe a c’est - a - dire au point de coordom(eef (a ))

est

y=f'(a).(x-a) +f(a)

Exercices
Exemple
1°) Représenter graphiquementdaction f déinie sur [-4 ; 2] paf(x)= x* + 2x - 4 .On note C la courbe
obtenue .

2°) Calculer la dérivég def.

3°) Montrer qu’une équation de la tangente T a @aint d’abscisse 1 esty x45.

4°) Tracer T .

1°)
ya-
2°9)f(x)=2x+2 5
3°) Equation de la tangente T au point d’abscisse 1 )
54
y=f'(1)(x-1) +f (1) 4
soity=4-1)-1 3+
2.1

Soit encorey =¥4- 5




Exercice 1

1°) Représenter graphiquementdaction f définie sur [-2 ;
4] parf(x)= x* - 2x. On note C la courbe obtenue .

2°) Calculer la dérivég def.

3°) Déterminer une équation de la tangente T a foaut
d’'abscisse 2.

4°) Tracer T .

Exercice 2

Soitf lafonction déinie sur [-2 ; ¥4] paf (x) =X - 3
dont la courbe C est donnée ci-contre.

1°) Tracer la tangente a C au point d'abscisse -1.
2°) Donner une équation de la tangente a C au @oint

Remarque: Une équation de la tangente au point O ,origimeepére , s’écrly =f '(0) x +f(0)

Exercice 3

Soitf la fonction déinie sur [-2 ;2]
dont la courbe C est donnée ci-contre.

1°) Déterminer le nombre dérivé tlen 2.
2°) Donner une équation de la tangente a C au point
d’abscisse .

9+
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II) _Signe de la dérivée et sens de variation.
1°) Théoreme fondamentalf est une fonction définie et dérivable sur ueinalle I.

VARIATIONS COURBE TABLEAU
la courbe monte : &0
Si f'=0sur |
Alors X |a b
f estcroissantesur |I. £1(x) *
f(x) f(b)
! f(a)
a b
Si f'<0sur |
X a b
alors
f'(x) -
f estdécroissantesur |I.
f(a)
) \
f(b)
a b
Si f*=0sur | alors f est constante sur ||
La courbe est horizontale :f '= X a b

fx) | fa) —> f(b)

2°) Application & I'étude des variations d’'une fontion

a) Exemple 1: On veut étudier les variations de la fonctiodéfinie sur [-10 ; 10] par fj=>3 - x*-x + 3

Pour cela on calcule la dérivée f’de f et on ite signe de f’ sur R : fXf= 3x*- 2x -1 .D’aprés la régle sur le signe du
trinbme on a donc le signe de X)(et le tableau de variation de f :

X -10 -1/3 1 10
f(x) + ‘o - ‘ 0 +
86/27 893
) / AN /
-1087 2

Remargue : dans le tableau de variation on ne met (sauf gicé contraires duste ) que degaleurs EXACTES !




1

b) Exemple 2: Etudier les variations de la fonction g défisigr R parg(=x+1+ 00

x-1
X +x+4
c) Exemple 3 Etudier les variations de la fonction h définiepe) = OO O OO0  surR
2
X +1

I\V) Dérivation et applications
1°) Extrémum local
Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervallevert ] a , b[ etxo OJa , b.

Sif’( x) s’annule enxo en changeant de signalors f admet enxo un extrémum local .
X X0 X X0
f'x + 0 - x| + |o -
o)
) /‘ \ (o) . ) \1 /‘ \\/
|
i f(x0) foo) | <=
| |
maimum : minimum !
X X

Remargue: en un &remum local la tangente dsbrizontale.

Contre - exemple : Attention si f'( x) s’annule sans changer de signe alors il n’ysaddetremum .

Considérons la fonction ()=’ sur [-2, 2] ; on a bien f’( 0 )=0 cependant confri{ex )=3x* ne change pas de signe sur
[-2:;2](f(x)= 0) il 'y a pas d'&remum en O .




2°) Résolution d’équations du type )= m .
Théoréme

1. Soit f une fonction dérivable sur [a ;b] tedlee f *> 0 sur ]a ;b[ alors pour tout réel m de [f( a ;i )] I'équation
f(X)=m admet une unique solutien dans [a ;b] .

2. Soit f une fonction dérivable sur [a ;b] tediee f’ < 0 sur ]a ;b[ alors pour tout réel m &ed[) ; f (a )] 'équation
f(X)=m admet une unique solutien dans [a ;b] .

A A
f(b) f(a)
y=m y=m
> »
a X0 b a X0 b
f(a) f(b)

Soit f la fonction définie sur 1=[0 ;2] pand(=x’ - 3¢ + 2 .Montrer que I'équationxf= 1 admet une unique solution dans I.

Conséquence

Soit f une fonction dérivable sur [a ;b]. Si 0 (ou f < 0) sur Ja ;b[ et si f(af(b) < 0 alors I'équation
f(x)=0 admet une unique solutien dans [a ;b] .
Remarque: Dire que f(a¥f(b) < 0 signifie que les nombres f(a) et f(b) sont dmes contraires

f(b) f(a)

v
v

X0 | b ' xo\ | b

f(a) f(b)




Probléme...

Soit f la fonction polyndme définie sur I=[0 :1]méx)=x3+ x - 1. Ce polyndme n’admet pas de racines évigeans
I, on va donc essayer de trouver la solution ge=f) a I'aide d'une autre méthode.

Sur la courbe ci-contre on voit que I'équatiog$0 admet

bien une solution dans I. Grace au théoréme suinau 1T
allons le démontreRésolution du probleme . 08+
Dans un premier temps on va donc démontrgistence de 06T
la solution. Pour cela on étudie les variation$ der [0 ;1]. 041
f'(x)= 3¢+ 1 donc &) >0 sur | . Le tableau de variation ~ 0.2 T
est donc : oO+—t+—+—+—+—+——+—A—+—+—

024+ 010203 0405 07 0809 1
-0,4 1

-0,6 -

X 0 1 Comme >0 sur]0;1[ et comme f(8)(1) = -1 c’est- a - dire f(RXf(1) <0
alors I'équation %)=0 admet une unique solutien dans [0 ;1] .

f(X) +

1
) /
1

Maintenant que I'on a démontrétistence et I'unicité de la solution de I'équatigx)£ O on va donné a l'aide de la
calculatrice un encadrement de cette solution2pt8s. En effet on a :

0< xo <1

On va diviser l'intervalle | en 10 intervalles dmgueur 0.1 , on dit que 'on effectue un balayagec un pas de 0.1.
On obtiendra alors une valeur approchéeala 10" prés :

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X
f(x) -1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.5 -0.4 -0.2 0.05 0.3 0.6

On constate que f(0.8)(0.7)< 0 donc d’aprés le théoreme €.6<0 <0.7
On recommence la méme opération avec l'intervallé {0.7] et on obtient d’aprés le théoreme ,

puisque f( 0.683-0.006 et que f(0.69%P.02 c’est - a - dire f(0.68j(0.69)< 0, que | 0.68< x0 <0.69 .

qui est I'encadrement & T@lexo .

EXEMPLE :
Résoudre dans [1 ;2] I'équatiaxf - 2x - 1 = 0 .(On considére la fonctionX= X - 2x - 1 et on étudie les variations de f dans [1 ;2] )

10



Notion de fonction réciprogue
Soit f une dérivable et strictement monotone suintervalle | quelconque. Posons J =f (| ). Jugsintervalle;Alors :

e Pourtoutréekdans |, f(x) estdansJ
» Pour tout réel y dans J, ikiste un unique tel que f (x) =y.

Lorsque ces dewconditions sont réunies ,on dit que f est unechiga de | sur J.On peut alors définir une foncton
Sur J de la fagon suivante :

SiylJ et siy =f(x) alors gfy ) =x. On dit que g est la bijection ou fonction réoigue de f .

Il en résulte que pour tout réetle | g(f (X)) = x et pour tout y dans J f(g(y))=y.

Exemple:
| =[0; +oo[. f(x)=x%  Déterminer la fonction g
Construire leurs courbes respectives , qu'obserweaus?.

EXEMPLES DE BIJECTIONS ET DE LEURS BIJECTIONS RECIP ROQUES

FONCTION EXPONENTIELLE ET LN

w

B

B

Propriété

La fonction eponentielle, notéexp, est la fonction définie sur R a valeur dans4Qs; [ par :

P:R-]0;+00]
X - € ol y=4¢ équivautalny x

La fonction ep est la fonction réciproque de la fonction In

11




FONCTION SINUS ET ARC SINUS

151

La fonction sinus est une bijection
croissante de [/2 /2] dans [-1 ;1].

Rappels :
**1 sinx+ 2m = sirx
‘ , N sin(x) = - six
-n/2 -1 1 >
05+ (sinx)’ = cosx
at
a5t
Définition

La fonction réciproque de la fonction sinus restieea I'intervalle de définition #/2 ;n/2] est appelée arc sinus.
On la note Arcsin ou sih et elle est ainsi définie :

[-1;1] > [-n/2 &/2]

X — y=Arcsinx équivauta sinyx

1

Exemple : Arcsin (Y¥2) =t/6

DERIVEE : (Arcsinx)’ =
V1-x

FONCTION COSINUS ET ARC COSINUS

1.5 1

La fonction sinus est une bijection
croissante de [ Gc;] dans [-1 ;1].

Rappels :

0,5 +

cos k+2m = cosx

i /2 # # - cos (X) = cox

ost
(cosx)’ = - sinx

1,5 L

Définition

La fonction réciproque de la fonction cosinus &ste a l'intervalle de définition [O;] est appelée arc cosinus.
On la note Arccos ou cdset elle est ainsi définie :

[(1;1]— [0;x]

X — y=Arccox équivauta cosyx

-1

Exemple: Arccosx (-%)=Z/3

DERIVEE : (Arcsinx)’ =
V1

12




FONCTION TANGENTE ET ARC TANGENTE

15 ¢
14 |

13 + . L
121 La fonction tangente est une bijection

croissante de #/2 /2] dans R.

Rappels :
tan (x+1) = tanx

tan (x) = - tanx

(tanx)' = 1 + tarf x

-m/2

=4

/2

Définition

La fonction réciproque de la fonction tangenteregste a l'intervalle de définition442 ;x/2[ est appelée arc tangente.

On la note Arctan ou tdnet elle est ainsi définie :

-n/2 w2 > R

X — y=Arctanx équivauta tanyx

DERIVEE : (Arctanx)’ = ——— Exemple: Arctanx (-1)=n/4
D&

Rappel : Tableau de valeurs avec les angles remarajoles
X 0 |n6 |a4 | w3 |n2 | =
sinx 0 [% |V2 [\32]1 |0
cosx 1 |32 |% |0 |-1
Sirx
tanx=—— | 0 |V3/3|1 |3 0
COSX
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