LA FONCTION LN

| ) Définition et propriétés

1°) Définition 1
La fonction définie sur ] 0 ; ¢o[ , dont la dérivée est] et qui vaut 0 en 1 est la fonction logarithme
X

népérien notée In ona: In:]J0¢f > R

X - Inx

1
Remargue: On définit In aussi en disant que c’est la piiveitde [0 , terme dont nous verrons le sens ultérieurement.
X

2°) Conséquences immédiates

« Inx est défini sk est strictement positif
1

e (Inxy =0
X

e In1=0

Il Formules fondamentales
Pour tous réels a et b strictement positifs

Inab=Ina+Inb

Exemples: Nn6=In23=In2+In3 ;IrZ In 2+ I

1
InO =-Ina
a
1
Exemple : In0O =
3
a
INO =Ina- Inb
b
3
Exemple : In0d = (IR - IneC+1)= avadl]] 0 ; +oo [
4
IfPa&pina ou p est un entier relatif
Exemple : In 8 = ;In 27 = ; 21+ 1) = aved1]1; +oo]
In 16 =
IMa=%Ina
Exemples: I/ 3 = N G+ 1) = Y2 1n 25 =



Il1) La courbe et I'étude des variations .
1°) La courbe
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2°) Les limites

lim Inx=- o Interprétation graphigue : L'axe des ordonnées d’équatigr0
X -0 est asymptote verticale a larbe
x>0

limInx =+

X — +oo

3°) Signe de la dérivée et sens de variation
1
(Inx)’ =0 pourtoutx de]0; +oo [ donc (Ix)’ > 0 pour toutx de ] O ; + [ et la fonction In est
X
strictement croissante sur ] 0 ¢oH.

4°) Tableau de variation

X 0 oot
(Inx)’ +
+ o0
™ /
-00
5°) Signe de Inx
X 0 1 oa-
Inx - 0 +




IV ) Applications : Le nombre e et résolution d’éguations ou d’inéguations

1°) Le nombre e
Définition

On appellee 'unique réelde ]0 ; +o [ tel queln € = 1. La calculatrice donne=e2, 718 ...

0 A Il L B e e e e e e
D 1 2 3 4 5 6 7 8
a1t / e

Conségquences Pour tout entier relatif nin e€'=n.
Exemple:In€=2 ;3=Ind;Ine° =-5

2°) Equations . Inéquations

a) EquationsPour tous réels a et b strictement positifs

Ina=Inb équivauta a=b

Exemples: Résoudre dans R les équations suivantes
1- Inx=1In2 2-Ik=4  3-In(8-2)=Ink-1) 4-In+1)-In2=0

Méthode : Avant tout calcul la premiére chose a fairedestiéterminer 'ensemble E sur lequel notre égnatian sens
sachant que In A existe si A> 0 . Ensuite on résout en vérifiant bien que les sohgtitrouvées sont ou non dans
'ensemble E.
1- Résoudre I'équation k= In 2 équivaut a résoudre le systemex 0] 0 ; +o [

k=1In2

cequidonne Jx 0]0;+o]
X=2 2 est bien ddhs+« [ doncS= {2}

2 - Dans cette équation on remarque « qu'il n'yaa @e In dans le terme de droite de I'équatidhva falloir

faire « apparaitre In » grace a la conséquencadu(*)°).

Comme 4 =In%tona:

Résoudre I'équation = 4 équivaut a résoudre le systeme 1] 0 ; 1-00 [ ce quidonng x ] 9 ;+oo |
Ik=1Ine X=€

€' est bien dans ]0 ;e [ doncS={e?} .
3 - Dans cette équation il y a I'inconnueles dex cotés donc la plus grande difficulté ici sera d&ominer I'ensemble

E sur lequel I'équation a un sens : 28
In (3x - 2) estdéfinisi8-2>0 cest-a-diresi>2/3 soitx(]2/3; +o [ ]
1
In(x-1) estdéfinisix-1>0 c'est-a-diresk> 1 soitxd J1;+o] ]
1
L’ensemble E sera l'intersection de cesxdetervalles soit E = ]1;e [ ] _

Remarqgue: pour trouver cette intersection on peut s’'aides schémas ci -dessus
« L'intersection c’est I'endroit ot @eut avoir en méme temps les xleauleurs » .



Résoudre I'équation Ink32) = In(x -1) équivaut a résoudre le systemne O E
In(%-2) = In(x -1)
cequidonne )] xOE soit xOE
B2 =x-1 X=%

Orattention 41E=]1;+o[ donc S=0.

Remarqgue: on voit grace a cekemple la nécessité de toujours vérifier 'appamesaa 'ensemble de définition E des
valeurs trouvées .

4 - Commed +1>0 ona In¢ + 1) défini sur R .Donc résoudre I'équationxint 1 )- In 2=0 équivaut a résoudre
In(* + 1 )=In 2 soit + 1 = 2 ce qui donne encaxe= 1 ; On en déduite que S={-1; 1} .

b) Inéquations Pour tous réels a et b strictement positifs

Ina<inb équivauta &b
Ina>Inb équivauta ab
Inasinb équivauta & b
InazInb équivauta ab

Exemples :
Résoudre dans R les inéquations suivantes

1- Inx>In 3 2-Ik<-2  3-In(&-1)>In(x-1) 4-In+1)<In2
Méthode : La méthode est la méme que pour les équatiofigjgauda solution sera généralement un intervallerme
réunion d’intervalles qui sera l'intersection densemble E de définition et des conditions trouagess calculs.

1- Résoudre l'inéquation donnée équivaut a résougre 1] 0 ; +co [ soit |xO]0; +oo [
x>3 xO]3;+o |
D’ou la solution qui est I'intersection de ces déutervalles a savoir S =] 3 ;& [

2 - Résoudre I'inéquation donnée équivaut a réudr 0] 0 ; +o [ soit x[O]0;+oo[ JxO]JO0; +oo|
Inx< In €2 x< e? xO]-o;e?]

D’oul la solution qui est I'intersection de ces déntervalles a savoir S =10 28

3 - L'inéquationaunsens sx41>0etx+4>0c'est-a-diresix(O]% ;+oo[etxO]-4;+c[ soit

si XOE=]Y ;+oo .

Résoudre 'inéquation donnée équivaut a résoudrel] E sojtx OE xO]0; +oo [
In(&-1)>In(Xx+4) { 41>x+4 {3x >5

soit encore)x 0] % ; +oo [ D’ou la solution qui est l'intersection de adsix intervalles a savoir S =] 5/3 jo¢ [
0]5/3;+w[

4 - Résoudre I'inéquation donnée équivaut & résoxidr 1< 2 soit X* - 1< 0. D’apreés la régle sur le signe du trinéme

on en déduitque S=Jo;-1JU[1; +oo .

3°) Egquations de deux tangentes importantes a la edoe de la fonction In

a)Tangente au point A(1 ; 0) 25

y=x-1 2T

15+

14

b)Tangente au point B(e ;1) 05+
1

y=0 X

e

-1

154




V) Dérivées
1°) Théoreme

Soit U une fonction dérivableseiictement positive sur I. La fonction f défimgar sur |
par ¥)= In U(x) est dérivable sur | et

U’
f' =00
U
2°) Des exemples a retenir
1
a) Sifi)=In(x-1) avecxd]1l;+w[alors f&K) =000
x- 1
1
b) sifx)=In(x -a)avex O]a;+w[alors =000 (a>0)
X-a
1
de méme siff=In(x+b)avexx O] -b;+w[ alors f =000 (b>0)
X+ b
1
c)Sifx)=In2x avecx[d]0;+w[alors f& =000
X 1
d’'une fagon générale si avecn® f(X)= In mx oux 0] 0 ; +oo [ alors f'(x)= O
X
2
d) Sif(x) =In(X-1)avexd]¥% ;+w[alorsf(x)=000
x-1

de méme d’une facon générale si aveeon fk) =In (nx+p)avex ] -p/m ; +oo [
m
alorsf’'()=0000
m+ p

V1) Autres limites

Ix Ix
lim oo =0 lim oo =0 (n entier naturel non nul)
X -+ 00 X X -+ 00 X"
lim xinx =0 lim x"Inx =0 (n entier naturel non nul)
x -0 X -0
x>0 x>0
I + 1)
lim ooooo =1
X -0 X

VII) Complément : La fonction logarithme décimal
Définition

Log:]0 ;+o[ - R
n
X - 00

In 10



VIl ) Liens avec la fonction exponentielle .

w

/////
7 =
d rd
A
i pd
-2 -1 L 2 3 4
On veut résoudre les équations suivantes : & )4l b)e= 2

Propriété
La fonction eponentielle, notéexp, est la fonction définie sur R a valeur dans40s; [ par :

IR ]0; 4]
X - € ou y=2@ équivautalny x

La fonction ep est la fonction réciproque de la fonction In

« In € =xpour toutx de R.

INX _

- €™ =xpour toutx de ]0 ; +oo[




