Spécialité Mathématiques
Bac Blanc — 26 Janvier 2023

Correction

IEl  QCM — 2 points

Note : Bien qu’aucune explication n’était deman-
dée, on justifie ici les réponses attendues.

1. On considére une fonction f, définie et dérivable
sur R. On note f’ sa fonction dérivée.
On donne ci-dessous le tableau de variation de f
sur 'intervalle R.

T —00 -1 +00

—_ /0\_

Variations f

D’apres ce tableau de variation :
a. f’ est positive sur R
b. f’estnégative sur R
c. f’ est positive sur | — oo; —1]

d. f’est positive sur | — 1; 400

La réponse correcte est la ¢ d’aprés le théoréme
vu en classe de premiére établissant le lien entre
le signe de f’ et les variations de f.

2. On donne le tableau de variation d’une fonction
f definie sur l'intervalle [—1; 3] :

T -1 1 2 3
2 -0.5
Variations f / \ e
-2 -1
L'équation f(z) = 0 admet dans l'intervalle

[-1;3]:
a. exactement 3 solutions
. exactement 2 solutions

. exactement 1 solutions

a n T

. pas de solutions

La réponse correcte est la b.

En effet, le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires s’applique aux intervalles [—1; 1]
et [1; 2] mais pas a l'intervalle [2; 3] car 0 > —0.5.

3. On considére une suite (u,) telle que, pour tout
entier naturel n, ona:

2\" n+1
1+(-) Sun<2———
3 n
On peut affirmer que la suite (u,) :
a. converge vers 2
b. converge vers 1

c. diverge vers +oo

d. onn’a pas assez d'informations pour se pro-
noncer sur la convergence de (uy,).

La réponse correcte est la b.
En effet les suites de gauche et de droite de 1'in-
égalité tendent toutes les deux vers 1 et donc

. llyl-ir—loo un = 1 d’aprés le théoréme des gen-

darmes.

4. Pour tout réel a, le nombre réel e? est égala:

a.

b.

|mpw|mn§
)

C.

@
[+

%5

d.

La réponse correcte est la a.

2x 2 a

e En effet d"une part (e%)2 =e“ 2z =e%

e D’autre part une exponentielle est toujours
positive, donc pour touta € R, ez >0

e Donc on en déduit que ez = /e®




IE3  Probabilités — 5 points

Partie A
On s’intéresse a ’achat d’un vélo quelconque dans
ce magasin.

1. Recopier et compléter I'arbre de probabilités
suivant représentant la situation :

0,05 g
0,95 S
0,70 S
0,30

/\

0,30 S

2. Quelle est la probabilité qu'un client achéte un
vélo électrique et soit sportif ?

11 faut calculer p(E N S).

p(ENS) = p(E) x pu(S)
=0,70 x 0,05
= 0,035

Donc |p(ENS) = 0,035 |
3. Démontrer que P(S) = 0,245.

D’apres la formule des probabilités totales,

P(S)=p(SNE)+p(SNV)
=p(ENS)+p(V) xpv(S)
=0,035+0,30x 0,70
=0,035+0,21
= 0,245

4. On suppose que le client n’est pas sportif.
Quelle est la probabilité qu’il ait acheté un vélo
électrique? On arrondira le résultat a 103 pres.
On cherche a déterminer pg(E)

p(SNE)
=)
_ p(ENS)
1-p(S)
_ p(E) x pr(S)
1-p(S)
0,70 x 0,95
~1-0,245
~ 0,880794

() 06
Ps\™) =0, 755

donc ~ 0,881 | 1073 pres

Partie B

On considére la variable aléatoire X qui donne le
nombre de vélos électriques premier prix ayant un
défaut parmi les 30 prélevés.

1. Préciser la nature et les parameétres de la loi de
probabilité suivie par X.
Pour chaque vélo éléctrique premier prix du
stock recu, la probabilité qu‘il ait un défaut est
de de 1,2% soit 0,012.
Puisquele lot de 30 vélos électriques premier prix
prélevés est assimilé a un tirage successif avec
remise, compter le nombre de velos défectueux
du lot revient a compter le nombre de succes
lors d"une répétition de 30 épreuves de Bernoulli
identiques et de méme probabilité.
La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale
de parameétres n = 30 et p = 0,012 c’est-a-dire

laloi |B(30; 0,012) |.

2. Déterminer la probabilité pour qu’exactement
deux vélos prélevés de ’échantillon aient un
défaut. On arrondira le résultat a 10~ pres.

p(X =2) = (320) x 0,012% x (1 — 0,012)®

~ 0,044673

Donc |p(X =2) =0, 045| au milliéme pres.
Dit autrement : Il y a un peu plus de 4 chances
sur 100 pour qu’ exactement deux vélos élec-
triques premier prix prix parmi le lot de 30 aient
un défaut.

3. Déterminer la probabilité pour que au moins
I'un des vélos électriques prélevé de cet échan-
tillon présente un défaut. On arrondira le résul-
tat a 1073 pres.

On cherche a déterminer P(X > 1).
PX>21)=1-P(X=0)

=1- (30) x 0,012° x (1 —0,012)*

0
=1-1x1x0,988%
=1-0,988%

~ 0,303841

donc |p(X > 1) ~ 0,304 21073 pres.

Dit autrement : Il y a un peu plus de 30 chances
sur 100 pour qu'au moins 1'un des vélos du lot
ait un défaut. Cette probabilité n’est pas négli-
geable!




On modélise le nombre de voitures louées chaque
mois par une suite (u,), o, pour tout entier natu-
rel n, u, représente le nombre de voitures louées
le n-iétme mois apres le mois de janvier 2021. Ainsi
up = 280.

1. Déterminer wu,, c’est-a-dire le nombre de voi-
tures qui ont été louées avec ce systéeme de loca-
tion au cours du mois de février 2021.

Au cours du mois de février , 10 % des contrats
du mois de janvier ont été arrétés.
Il en reste donc 0,9 x 280 = 252.
De plus 42 nouveaux contrats sont signés doncil
y a en février 252 + 42 = 294 voitures louées.

2. Justifier que la suite (u, ) vérifie, pour tout en-
tier naturel n, la relation suivante :

Un4+1 = 0, 9un + 42

Si u,, est le nombre de voitures louées au bout de
n mois apres janvier 2021, le (n+1) mis, 10 % des
contrats s’arréteront; il en restera donc 0, 9u,,.
D’autre part,42 nouveaux contrats sont signés
donc Un41 = 0, 9un + 42

3. Montrer par récurrence que pour tout entier na-
turel n,on a:
0<up < uUpypr < 420

a. Initialisation: Pourn =0,
e Onad’une part ug = 280
e Etd’autre part en février 2021 u; = 294.
e Donconabien 0 < uy < u; <420
e La conjecture est donc vraie au rang 0.
b. Hérédité : Supposons que pour un certain
n € N,onait 0 < up, < upy1 < 420.

Montrons alors que 0 < Up41 < Unyz <
420.

e Onasupposé que pour un certainn € N,
ona 0 < un < uns1 < 420.

e Alors en multipliant par 0,9 :
0,9%x0<0,%n < 0,9un+1 < 0,9 x 420
donc 0 < 0,9un < 0,9%Un41 < 378

e Eten ajoutant 42 a chaque membre :

0 < 0,%, +42 < 0,%,4+; + 42 <
378 442,

e L'encadrement précédent signifie que
0 < Unya < Unya < 420.

o l’encadrement conjecuré estvraiaurang
(n+1), donc la propriété est héréditaire.
c. Conclusion :
e La propriété conjecturée est vraie au
rang 0.
e La propriété conjecturée est héréditaire.
e Donc d’apreés le principe de récurrence :

|pour toutn 20, 0 < up < Upq1 < 420

4. La suite (u,) est-elle convergente? Justifier
votre réponse.

e La premieére partie du résultat précédent
montre que la suite (u,,) est croissante.

e La deuxiéme partie du résultat précédent
montre que cette suite est majorée par 420.

e Donc d’aprés le théoréme de convergence

monotone, I la suite (un) converge. |

5. Pour tout entier naturel n, on pose :
Vp = U, — 420

a. Montrer que la suite (v,,) est géométrique.
On précisera le premier terme v et la rai-
son.

On cherche a montrer qu’il existe une
constante ¢ telle que, que pour tout n €
N, vpt1 =g X v,
Unt1 = Ups1 — 420

= (0,9u, + 42) — 420

= 0,9un — 378
378

=0,9 ("" -0, 9)

= 0,9(u, — 420)

=0,9(v,)
Onadoncmontréquel‘v’n € Nyv,11 =0,9,
Cette égalité montre que la suite
(vn) est une suite géométrique de
raison ¢ = 0,9 de premier terme

vo = ug — 420 = 280 — 420 = —140|

b. Pour tout entier naturel n, exprimer v, en
fonction de n.

Puisque (vn) est géométrique, de raison
g=0,90onapourtoutn € N, :
vy, = vo X 0,9™, soit v,, = —140 x 0,9™,



c. Montrer que pour tout entier naturel n :
u, = —140 x 0,9™ + 420

e Ona v, = —140 x0,9™,
e Oruv, = u, — 420 donc u,, = v, + 420
e Donc, quel que soitn € N,

un = —140 x 0,9™ + 420|

6. Déterminer la limite de la suite (u,) puis inter-
préter le résultat dans le contexte de 1’exercice.

e -1<0,9<1 donc lim 0,9"=0
n—+o0

lim
n—+4oo

e donc u, = 420.

Ceci signifie que le nombres de véhicules
loués selon ce modele va converger vers 420
véhicules.

7. Laville, qui posséde initialement 380 véhicules,
envisage d’acheter des véhicules supplémen-
taires pour répondre a la demande.

a. Recopier et compléter ce programme.

B} Espace —4 points

def v():
n=0
u=280
while u<=380:
n=n+1
u=0.9%u+42
return n

b. Quelle valeur contient la variable n i la fin
de I’exécution de ce programme ?

La valeur retournée est n = 12.

c. En déduire le mois durant lequel la ville de-
vra augmenter son parc de véhicules si elle
veut satisfaire la demande.

C’est au bout du que le

nombre de voiture sera devenu insuffisant,
en |janvier 2022 |

Le parc de véhicules devra donc étre agrandit
| au plus tard fin décembre 2022. I

Remarque : quand on remplace la derniére
ligne du programme par return(a,u) , on
obtient (12, 380.4598648926601).

On constate effectivement w9 > 380.

Partie A
1. Placer sur la figure jointe en annexe les points
11 1
L (E, Z,l) ,M (1, 5,1) ’ etN(2,1,1) .
2. Construire le point R tel que :
— 1= 1=
AR = ZBC + §EF

H G N=Y
]: L M/
- F/i Z
E + . +—+
| I [
| | [
I | [
S D
k 1 : 1 1C
L e -7 X
I I's
KLI__4R y
A - B W
Partie B

1. Lireles coordonnées des points B, E, K, H, I et
J.

On lit :

B(1;0;0) E(0;0;1) H(0;1;1) J(0; 5 ;1) (5 ;051)

2. a. Dgtermingr les coordonnées des vecteurs

EL et EN.
—

e Le vecteur EL a pour coordonnées
T — TR 1/2 -0
yr—yg | donc EL | 1/4—-0
2, — 2R 1-1

— (Y2
donc |EL | 1/4
0

—
e Le vecteur EN a pour coordonnées

IN —TE 5 [2-0

yn —yg |donc EN | 1-0

ZN — ZE 1-1
/2
donc |[EN | 1
0




IEl Exponentielle — 5 points

On considere la fonction f definie et dérivable sur R dont la courbe representative C; est tracée ci-dessous
a l'aide d"un logiciel. A désigne le point de la courbe C; d’abscisse 0 et T4 désigne la tangente a la courbe

Cjy au point A .
2 Ta
B A
?< ......
T CI
32 /1 1 2 3 4 5
_1~-
—9 |
-3
Partie A

1. Conjecturer la limite de f(z) en +oo .
L'axe des abscisses semble étre asymptote

a Cy en +o00. On peut donc conjecturer que
lim f(z) = 0.

xz—r+oo

2. Lire f(0).
Onlit | f(0) = 1]|.
3. Déterminer graphiquement f’(0)

En utilisant les points A, B et C on calcule :
Variation des y -1

f0) = e ==
Variation des x —2

Donc | f/(0) = % .

4. En déduire I'équation réduite de la tangente
a la courbe C au point A.

e La tangente a la courbe C au point A a
pour équation

Ta:y = f'(xa)(z — xa) + f(za)

e Donc T4 :y = f'(0)(z —0) + £(0)

1
Donc TA:y=§m+1.

Partie B

Pour la suite de 1’exercice, on admet que la fonction
f est definie sur R par :

f(@) = (z+1)e7®

1. Calculer la limite de la fonction f en —occ .

-1
lim (—m) = 400
T——00 2

Or lim (eX) = 400

X —o0

-1
e Donc en posant X = — Tpar composi-

—1
tion, on obtient lim (eTm) = 400
T—>—00

r——o00

Donc par produit,

lim_(f(2)) = —oo

2. Justifier que pour tout1 reel z,

fz) =2

2T =1
21 +e2 ®
e2®

f(@) = (z+1)e™2"

1 1
=ze 2% e 2%

T 1
= —3 +e_2m
ez®
1
2532 I
= — + e 2
ez®

1
4

=2 21 +e_%z
ez®

1
donc on a bien, | f(z) = 2 ( 2;;) +e3®
ez2

3. En déduire la limite de la fonction f en +oc.

1
e Posons X = —z; Ona lim X = +oc.
2 T—400

15



o D’autre part,on sait d’apres le cours que
e

. . X
ng—loo Y = oo donc Xl—lg—loo 87 =0.

e On peut donc dire par composition que

le

=0

lim =
T—>+00 g%

. 1
e D’autre part, puisque X = 2%
onae 2% =e X
e Oronaque lim X = +oc et on sait que
T—+00

lim e X =0.
X —+o00

e On peut donc dire, par composition, que

. _1
lim e 2* =0]|.
x—>+oo

o Finalement par somme, on obtient
lim f(z)=0

r—r+o00

4. Montrer que pour tgut reel z,
fl@) = je73*1~a)

On peut écrire :

f(z) = u(z)v(xz) avec {

Donc {u’(a:) =1

v'(z) = —1e” 2®

u(z) =z +1

v(z) = e 2"

Ainsi f est le produit des fonctions u et v,
toutes deux dérivables sur R. On en déduit
que f est dérivable sur R, et pour toutz € R:

f'(2) = w'(@)v() + u(z)v'(2)

Donc | f'(z) = %e_im(l —x)

. Etudier les variations de la fonction f sur R
et construire son tableau de variations.

(@) = jemi* (1~ 2)

1
e Or, pour tout z, 2 >0
e Et pour tout z, e~ 2% >0
e Donc f'(z) est du signe de 1 — z qui s’an-
nule et change de signe pour z = 1.

e On établit le tableau des variations de f

sur R:
T —00 1 +00
l1-z + 4} —
f'(=) + 0 -
%3
f(z)
—00 / \ 0

1

Précision: f(0) =1let f(1) =2e"2

6. Demontrer que I’equation f(z) = 0,11 ad-

met une unique solution o sur l'intervalle
[0; +o0].

e Sur l'intervalle [0;1],
f(z) = f(0)=1>0,11.
Donc l'equation f(x) = 0,11 n’admet
aucune solution sur [0; 1].
e Sur l'intervalle [1; +o00],
On peut appliquer le corollaire du TVI
(theéoréme des valeurs intermédiaires).
En effetona:
o f est continue sur [1;+00]
e f est strictement décroissante sur

[1; 400
* 0,11 est entre f(1) et lim f(x)
carona:

o f(1) =2e"2 ~ 1,21 > 0,11
. ml{r_*r_loo f(z)=0<0,11.

Doncl'equation f(x) = 0,11 admet une
solution unique sur [1; +o0].

o Finalement, on déduit de ce qui précede
que 'equation f(z) = 0,11 admet une
unique solution notée « sur l'intervalle
[0; ++oo.

e On peut illustrer le raisonnement précé-
dent par le tableau de variations de f res-
treint a l'intervalle 0; +oo[ ot 'on a placé
le nombre 0,11 :

z |0 1 «a +o0c

~ .
f(z) / o1

1 0

7. Donner un encadrement de o a 1072 prés.

La calculatrice donne :
e £(9,02) > 0,11
e £(9,03) <0,11
e Donc [9.02 < a < 9.03




